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MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 

ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (Concours  de  1892).  /  ^ 

Composition  de  Mathématiques.  CA-^-Ca.^  <2^    ^ 

162.  —  On,  donne  une  hyperbole  équilalère  et  une  cii'conférence  (C)  décrit,',  sur  une  corde  DD'  de  cette 
hyperbole  comme  diamètre. 

4°  On  mène  dans  la  circonférence  une  corde  perpendiculaire  à  DD';  démontrer  que  la  moitié  de  cette  corde 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  distances  de  son  milieu  aux  points  oii  elle  rencontre  r hyperbole  ; 

2°  Indiquer  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  de  la  circonférence  et  de  l'hyperbole  sont  tous  réels: 

5°  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes  à  l'hyperbole  et  à  la  circonférence, 
lorsque  la  corde  DD'  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  direction  fixe; 

4°  Soit  H  un  des  points  communs  à  l' hyperbole  et  au  cercle  mobile,  A  le  point  oii  la  tangente  à  la  circonférence 
en  H  coupe  l'hyperbole,  B  le  point  où  la  tangente  à  l'hyperbole  en  H  coupe  la  circonférence  :  prouver  que  la 
droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

1°  Prenons  pour  axes  des  x  la  droite  DD',  et  la  perpendiculaire  eu  sou  milieu  pour  axe  des  y.  Les 
équations  du  cercle  G  et  de  l'hyperbole  équilatère  sont 

a;*  +  y^  -  R»  :=  0, 

/•  (x,  y)  ES  2y{ax  +  bg  +  c)  -  b[x'  +  y'  -  R^)  -  0. 

Goupous  ces  deux  courbes  par  une  sécante  définie  par  l'équation 

ce  —  a. 

Si  0)  est  le  milieu  de  la  corde  déterminée  parcette  sécante  dans  le  cercle,  R  étant  l'un  île  ses  points 
d'intersection  avec  le  cercle,  P  et  Q  étant  les  poinis  de  i\Micontre  avec  l'hyperbole,  on  obtient 
immédiatement 

u^-  =  R'^  -  x\ 

0 

ce  qui  démontre  la  premibre  parlie. 

2"  Le  diamètre  île  l'hyperbole  équilatère,  conjui;ué  à  l'axe  des  //,  a  pour  éciuation 

«V 

-'         0, 

c'est-à-dire  dx  ^  l,y  -^  c  —  0. 

Ce  diamètre  est  donc  l'une  dos  cordes  communes  au  cercle  et  ;\  l'hyperbole,  ot  celte  corde  commune 
est  précisément  la  corde  IIH'  associée  h  DD'.  Ainsi  IIII'  est  un  diamètre,  et  si  l'on  m^no  par  le  centre 
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(lo  l'hyperbole  une  paiallèlo  à  DD',  ce  didiuètro  et  le  diamètre  HH'  seront  égalemeni  iucliucs  sur  les 
axes  de  symétrie  de  l'hyperbolo.  Donc,  pour  que  les  quatre  points  communs  au  cercle  et  à  l'hyperbole 
soient  réels,  il  faut  et  il  sullit  que  le  diamètre  de  cette  hyperbole  qui  est  parallèle  à  DD' soit  un  diamètre 
Irans  verse. 

Les  points  communs  aux  deux  courbes  sont  définis  par  le  système 

y{ax  +  bi/  -h  c)  —  0, 
•i--  +  U'  -  K-  =  0. 
Pour  ([ue  les  racines  do  ce  système  soient  réelles,  il  l'aut  que    les  conditions  suivantes  soient 
véritiées:  I"  que    U  soit  réel;  2"  (|ue  l'on  oit  en  outre 

— ^  <  R'-  (1) 

a'  -h  b-"  ^  ^ 

Or  le  centre  est  à  l'intersection  des  diamètres  représentes  par  les  équations 

ax  4-  b>j  -f-  c  --  0, 

bx  —  ay  —  0; 

on  a,  en  appelant  x\,,  ij^  les  coordonnées  du  centre, 


ne 


-  bc 


Vu 


-»  -  u-'  -,-  6-^'  ""       a'  +  b'^ 

et  par  suite  A^^'o.  ^o)  ^  -  K^,'  +  Vo^  -  H'j  =  -  \-rz^,  -  ^'j' 

D'ailleurs  /iO,  Oj  ==  6R^ 

La  condition  (i)  exprime  donc  que  le  milieu  de  DD'  doit  être  extérieur  à  l'iiyperboie,  c'est-à-dire 
que  D  doit  être  sur  une  branche  et  D'  s  ir  l'autre;  c'est  la  condition  trouvée  plus  haut. 

3°  Si  la  corJe  DiJ'  a  une  direction  lixe,  le  dianiotic  HH.'  de  l'hyperbole  est  lixe;  preuons-lc  pour 

axe  des  x,  l'axe  des  ij  éLant  la  perpendiculaire  au   milieu  de   HH';  l'hyperbole  sera  représentée  par 

l'équation 

.X-  4-  SBo^f/  -  î/^  +  F  :^  0; 

le  cercle  considéré  passe  par  H  et  H';  son  équalion  e.^t  donc  de  la  forme 

X-»  +  y-'  +  2Ëy  +  F  :^  0, 

E  étant  le  seul  paramètre  variable.  Exprimons  que  le  point  do  coordonnées  (x,  y)  est  un  pôle  double, 

ce  qui  donne 

X  -h  By       Bx  —  y  F 


X  y  +  E        ï')y  +  F 

L'élimiuation  de  E  ne  présente  aucune  dilliculté;  on  tire  en  efl'et  des  égalités  précédentes 

X  4-  l'y       y*  —  Bxy  +  F 

x        ~  F  -  y        '  ■  ■ 

c'est  à-dire  y{ii{x^  -  y')  -  '2xij  +  BF]  =  0. 

Le  lieu  se  comp  )se  donc  de  l'axo  des  ,r,  ce  qui  était  ù  prévoir,  et  d"uiie  hyi)erbolc  équilatere 
passant  par  les  points  H  et  II';  de  plus  les  asymptotes  de  l'une  de  ces  iiyperboles  sont  les  axes  do 
symétrie  de  l'autre. 

4«  Prenons  encore  pour  axe  des  x  la  droite  HH',  l'axe  des  //  étant  la  tangente  en  H  à  l'hyperbole 

qui  aura  pour  équation 

X'  -  y'   -  iax  ■-'-  0, 
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en  posant    HH'  =  2a.     L'équation  de  l'un  des  cercles  considérés  sera 

x^  +  'ixy  cos  0  -h  î/*  —  %ax  —  ly)  =  0. 
Soit  ux  -^  vy  =  l 

l'équation  de  la  droite  AB.  Le  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  cette 
droite  avec  le  cercle  a  pour  équation 

x'^  +  2a;//  cos  ')  -r  y"^  —  ^(ax  —  mj){ux  +  vy)  —  (). 
Le  premier  membre  doit  contenir  x  en  facteur  ;  donc 

1   +  2Àt;  =  0. 
Le  faisceau  semblable  relatif  à  l'hyperbole  a  pour  équation 

x'^  —  y^  —  ^ax{ux  -+-  y^)  =  0; 
le  premier  membre  doit  être  divisible  par    ax  —  ly,     ce  qui  donne  une  nouvelle  condition  : 

X*({  -  2aw)  -  a\l  +  2Xv)  ^  0 
ou,  en  tenant  compte   de  la  première  condition, 

2aM  -  1  r=  0, 
ce  qui  prouve  que  la  droite  AB  passe  par  le  point  H'. 

E.  Bourrien.ne;  J.  Hais  (lycée  Iloche)  ;  C.  Rau  (lycée  Condorcet)  ;  Th.  Louzon. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

La  solution  géométrique  de  cette  question  se  déduit  immédiatement  de  la  remarque  suivante. 

La  corde  DD'  interceptée  sur  une  hyperbole  é(|uilatère  par  les  côtés  d'un  angle  tlroit  qui  pivote 
autour  de  son  sommet  H,  pris  sur  cette  courbe,  passe,  d'après  le  théorème  de  Frégier,  par  un  point 
fixe  de  la  normale  en  H.  D'ailleurs  comme  la  droite  de  l'inlini  est  une  des  positions  de  la  corde  DD', 
ce  point  fixe  est  a  l'infini,  et  la  corde  DD'  reste  parallèle  à  la  normale  en  H.  Autrement  dit,  tous 
les  cercles  (C),  ayant  pour  diamètres  les  cordes  parallèles  DD'  d'une  hyperbole  équilatère,  passent 
par  les  deux  points  fixes   H  et  H'  de  cette  courbe,  oîi  les  normales  sont  parallèles  à  DD'. 

1*'  Tous  les  cercles  (C)  déterminent  donc  uuo  involution  sur  une  droite  quelconque  :  si  celle-ci  est 
perpendiculaire  à  DD',  les  points  doubles  de  cette  involution  sont  ceux  où  elle  coupe  l'hyperbole, 
car  les  cercles  admettant  pour  diamètres  les  cordes  considérées  passant  par  ces  points,  sont 
évidemment  tangents  à  la  droite  considérée.  Celle-ci  coupe  donc  un  des  cercles  (C)  et  l'hyperbule  eu 
quatre  points  formant  une  division  harmonique,  ce  qui  démontre  la  première  partie  de  l'énoncé. 

2"  Les  points  H  et  H'  seront  réels  ou  imaginaires  selon  que  l'ou  pourra  ou  non  mener  à 
l'hyperbole  des  normales  parallèles  à  DD',  ou  encore,  suivant  (jue  les  points  D  ctD'  seront  sur  deux 
branches  différontes,  ou  sur  la  nirnic  branche  de  l'hyperbole. 

3"  La  sécante  commune  lixo    HH'   constitue  une  pailic  du  lieu  deniamlé. 

Le  reste  est  constitué  par  l'intersection  des  droites  111)  ot  H'D'  quand  le  point  D  décrit 
l'hyporbolo.  Ces  droites  engendrant  visiblement  des  faisceaux  honiographiques,  le  lieu  est  uuo 
couiquo  passant  par  H  ot  H':  elle  est  évidominont  concentritiue  à  Ihyperbolo  équilatère,  et  admet, 
comme  on  le  voit  aisément,  pour  asymptotes,  les  axes  de  oelle-ci. 
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4*^  Soient  A  A'  la  cordo  de  l'hyperbole  parallèle  à  DD'  passant  par  A,  et  K  le  second  point 
d'intersection  lie  la  droite  AI3  et  de  la  circonférence  de  [diamètre  AA'.  Les  angles  HKB  et  AHB, 
interceptant  sur  cette  circonférence  des  arcs  symétriques  par  rapport  à  AA',  sont  égaux;  il  en  résulte 
(lue  le  cercle  BIIK  est  tangent  à  Ail  el  se  confond  avec  le  cercle  (G)  considéré:  le  point  K  est 
ilonc  îi  la  fois  sur  ce  cercle  et  sur  ct'lui  de  diamèlic  AA'  :  il  coïncide  donc  avec  le  point  H',  qui  est 
par  suite  un  point  tixe  de  la  tlroite    AB. 

Solalions  g(?o:nélriques  analogues  par  MM.  Uoluhibnnb,  J.  Hais,  C.  IUu. 


Ernest  Dupohcq  (école  Monge). 


Triangle. 


Données 
a  --  5Sl-2i,o9 
b  =  46 j7 1,46 
c  =  37601,18 


Résultais 

A  = 

^  80-^  89'    9",  79 

B  = 

=  53°    7'     3",  04 

C  = 

=  W  13'  47",  18 

S  = 

=  871140800 

Formules 

Véri/icalion 
A  --h  B  ^  C  -^  180°  0'  0",  01 


/{p  -  (i){p 


b)  (p  -  c\ 


Logr» 
Logr 


B 


p  —  b 


pr 


Lofj  r. 

4,11479o2 

V.39O008I 
4,52oG399 
5. 1178244 

8,1788170 
--^     4,0894088 


CALCULS  AUXILIAIRES 


58124,59 

46  571,46 

37  60i,18 

2/)- 

14-2  300,23 

p  ^- 

71150,115 

P 

—  a  — 

13  025,525 

p 

-  b  ^ 

24  578,655 

p 

—  c  ~ 

33  545,935 

Calcul  de  log  (p  —  a). 

13025  1147777 

5  167 

2  6,08 

5  1,67 


losip 

-«)  - 

1147052,35 
-     4,1147952 

Cale 

ul  de  k 

g  (p  -  b). 

24578 

6 
5 

5 

3905465 
106,2 
8,85 
0,885 

log  (p  -  b) 


39U5.i80,935 
:  4,3905581. 
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4,0894088 
4,11479o2 

log  tg^=     1,9741)136 


2 


=  43°  19'  34°,  893 


A  =  86°  39'  9",  786 


Lori  tg  - 


4,0894088 
4,390  5581 


B 


log  'i7;r=    1.098  8507 

B  =:.  26"  33'  31",  52 

2 

B  ^  53°    7'    3",  01 


CALCULS    AUXILLVIRES 

Calcul  de  log  ('p  —  c). 

33o4o  5256 i78 
9  116,1 

3  3,87 

5  0,015 


A   :r.  1^29 


log  {p  -  c) 

5256398,715 
=  4,52o6399. 

Calcul  de  log  p. 

71150 
1 
1 
5 

8521749 

6,1 

0,61 

0,305 

A    ==  61 


8521750.015 
log  p  —  4.8521750. 
colog/)  —  5. 1478241. 


Calcu  '  de  —■ 
2 


1,9746136 
5930 


206 
168,4 

37,0 
33,68 

3,92 
3.782 

0,1 3S 
A  _ 


43°  19'  30" 
4 


r2I 


43°  19'  34 ",893 


(.'aie al  de  — 


1,6988507 
427 


80 
52,6 

"2VÏ 
26,3 

TT 

1.052 
B 
2 


26°  33'  30" 
1 


520 


2»;-  33'  31'  .52 


CONCOURS  GÉNÉRAL 


/.()//  t; 


4,080  4088 
4.525  ()3t)9 


lo'j^t!/~=     1.568  7689 

-^  =  20»    6'  o3",  59 
C  =  40°  13'  47",  18 


LoQ  S. 

4,1147952 
4.3905581 
4.5256399 
4.8521756 

21ogS  =     17,»831688 
log  S  =      8,9415844 
S  =  874146800 


CALCULS  AUXILIAIRES 


Calcul  de 

2* 

1,5037689 
455 

20° 

6' 

50"      A 

234 
195,6 

3 

38,4 
32,6 

5 

5,8 
5,216 

8 

0,584 

9 

-  =     20°    6'  53",  59 


Calcul  de  S. 

9415844 

10     87414 


34 
30 


6 


8 


A    r=    50 


S  =     87il46800 
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Classe   de   Mathématiques  spéciales. 

158.  —  Soient  Q  une  quadrique  circonscrite  à  un  ellipsoïde  donné  E,  et  A  le  pôle,  par  rapport  à 
l'ellipsoïde,  du  plan  P  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces. 

4°  Démontrer  qu'il  y  a,  en  général,  trois  quadriques  Q,,  Q^,  Q3  homofocales  avec  l'ellipsoide  E  et  telles 
que  les  plans  polaires  P,,  Po,  I'.,  du  point  A  par  rapport  aux  quadriques  Qt,  Q^,  Qj  passent  par  le  centre  de 
la  quadrique  Q . 

2°  Les  plans  P,,  P..  P,  sont  les  /dans  principaux  de  la  quadrique  Q,  et  les  -coniques  C,,  C^,  C3, 
intersections  des  surfaces   (P,,  Q,^    (P^.  Oj),    (P3.  Q3),    sont  les  focales  de  cette  quadrique. 

r3°  Les  projections  oi-lliof/onales  des  coniques  C,,  C,,  C3  sur  les  ])'ans  princip'iti.r  de  l'ellipsoïde  E  sont 
des  conique<  honiofocnles. 

On  proji'It'H  a.  en  jiarticulier,  les  coniques  sur  le  pian  principal  qui  contient  l'axe  majeur  et  l'axe  moyen 
de  l'ellipsoï'le,  et  l'on  cherchera  le  lieu  décrit  par  les  foyers  des  coniques  projetées,  quand  la  qiiadrque  Q 
varie  en  restant  cireonsn-ile  à  l'ellipsoïde,  l<'  plaa  P  de  la  eourhe  de  contact  ne  rhan,eiint  pas. 

4°  Soient  «y  le  centre  de  la  quadrique  Q  et  0  celui  de  l'ellipsoïde  E.  [.e  point  A  est  le  pôle  du 
plan  P  par  rapport  à  rellipsoïdc  E  et  aussi  par  rapport  à  la  quadrique  Q  (\uï  lui  est  circonscrite;  il  en 
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résulte  que  le  point  w  est  sur  le  diamètre  OA.ile  l'ellipsoiJe.  Les  quadriques  homofocales  à  l'ellipsoïde 
E  ont  toutes  pour  centre  le  point  0.  Pour  qu'une  quadrique  satisfasse  aux  conditions  de  l'énoncé,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  passe  par  un  point  I  pris  sur  OA  et  tel  que  Ol^  —  OA.Oa).  Or  on  sait  que  l'on 
peut,  en  général,  faire  passer  par  un  point  donné  trois  quudriques  homofocales  à  une  quadrique  donnée. 
L'existence  des  trois  quadriques   Qi,  Q2,  Qa    est  ainsi  établie. 

2°  Soient 

f[u,  V,  IV,  h)  ==  0, 
l'équation  de  l'ellipsoïde  E.  cl 

A  ^  aw  +  [îv  -t-  Y''^  -h  h  =  0, 

ré|uation  du  point  A(a,  [B,  y).  La  quadrique  Q  circonscrite  à  l'ellipsoïde  E  le  long-  de  son  intersection 
par  le  plan  polaire  de  A,  a  pour  équation 

f{u,  i\  w,  h)  +  àA^  ^0. 

X  ayant  une  valeur  donnée.  Ses  focales  sont  les  coniques  doubles  du  faisceau  tangentiel 

f(u,  V,  w,  h)  +  >A»  +  a(î{2  +  V-  -+-  w^)  =  0;  (I) 

on  déterminera  y.  en  exprimant  que  l'équation  précédente  représente  une  conique  double. 

D'autre  part  chacune  des  quadriques    Qj,  O.^,  Q,    est  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

/■(i',  V,  w,  A)  +  v(m2  +  1'^  +  u'^)  ^  0,  (2) 

où  l'on  prendra  successivement  pour  v  les  trois  racines  de  l'équation  obtenue  en  exprimant  la  con- 
dition de  l'énoncé.  Si  l'on  considère  l'une  de  ces  quadriques,  son  intersecti  )n  avec  le  plan  polaire  du 
point  A  est  la  conique  double  du  faisceau 

/(u,  r,  //',  h)  +  v(u^  +  V-  +  iv^}  -+-  çA^  =--  0.  (3) 

Ce  faisceau  tangentiel  n'a,  en  dehors  du  point  A,  qu'une  seule  conique  double,  comme  on  peut 
le  voir  géométriquement,  tous  les  plans  tangents  du  faisceau  étant  tangents  au  cône  circonscrit. 
D'ailleurs,  l'équation  en  p  obtenue  en  annulant  le  discriminant  s'abaisserait  au  premier  degré;  il  est 
facile  de  s'en  rendre  comj)te  en  prenant  le  point  A   pour  origine. 

Je  vais  maintenant  démontrer  que  l'équation  en  a  oblonue  en  écrivant  que  l'équation  (I)  représente 
une  conique  est  identique  à  l'équation  en  v  obtenue  en  écrivant  que  la  quailrique  représentée  par 
l'équation  (2)  satisfait  aux  conditions  de  l'énoncé.  Cela  étant,  on  aura  v  —  u.  ,  et  comme  il  n'y  a 
qu'une  valeur  de  p  telle  que  l'équation  (3)  représente  une  conique  double,  on  aura  par  conséquent 
p^X. 

Soient  u,  i\  w  les  coordonnées  du  plan  double  de  la  coniiiue;  elles  satisfont  aux  tiualro  équations 
suivantes  : 


/■„  4-  2-jLU  -+-  2/[3A  -     0,  ... 

/,„+  2o7r+  2),  Y  A       0  1 
/,;  4-  2XA  0 

et  l'on  obtit'iulra   ré(|nation   en   a    dont  il  a  été  (jneslion.  en   éliminanl    ;/,  r.  ir.  h    cuire  ros  (juatre 
équations. 

Soient    d'autre    part     u',  r\   rr'     les  coordonnées   du   plan   polaire  du  ])oint    A    p.ir    lapport   à  la 
(juadriquo  (2);  il  faut  exprimer  i\\\c  ces  coordonnées  vérilient  l'équation 

/•;.  +  2XA       0. 
du  centre  de  la  quadriiiuo    (>,  ce  (jui  donne,  0  étant  nut»  incoiuuii'  anxiliairr  ; 
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/;.'  4-  2vm'  =  Oa, 

/",''  -I-  -2vy'  =  op, 

['„■■  -+-  2vM>'  1=  Oy, 

/v  =0, 

/•;.  -f-  2XA  =0, 

ou,  on  rcmplaijant  dans  les  trois  premières,  0  par  [',,',  c'est-à-dire  par  —  2/A  : 

/',V  +  -vu'  4-  2/aA  =  0  \ 

[[■'  +  5vy'  +  t^k  =  ^  I 

fl'  +  %iv'  +  2XyA  =  0  (  ^^ 

r'w  -r  2XA  =.0.  ) 

ce  sont  les  équations  (4)  dans  lesquelles  t/,  v,  iv  sont  remplacés  par  u' ,  v',  w'  et  [j.  est  remplacé  par  v; 
donc  ou  éliminant  u',  v',  w',  h'  entre  les  équations  (5),  on  obtiendra  une  équation  en  v  identique  à 
l'équation  en  <j.  déduite  des  équations  (W 

3"  Les  projections  sur  uu  plan  quelconque  des  coniques  Gj,  C^,  C3  sont  homofocales.  En  effet, 
prenons  le  plan  de  projection  pour  plan  des  xi/.  L'équation  tangentiello  de  la  projection  sur  le  plan 
des  ort/  d'une  conique  donnée  par  son  équation  langentiellc  s'obtient  en  faisant  iv  ~  0  dans  cette 
équation.  Les  trois  projections  consitlérées  ont  donc  pour  équations  tangentielles 

/■(m,  v,  0,  //)  +  ij.{u^  +  t'«)  +  )(-/u  4-  f.v  +  hy  ^  0, 

où  l'on  doit  remplacer  a  successivement  par  les  trois  racines  y.,,  [j.^,  [j.3  de  l'équation  en  ;x.  Ces  trois 
coniques  sont  homofocales  à  la  conique  représentée  par 

/■(m,  v,  0,  h)  4-  À(aw  4-  py  4-  h)"^  =  0. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  projetées  est  le  lieu  des  fo^^ers  de  la  conique  représentée  par 
l'équation  précédente  quand  on  fait  varier  X,  c'est-à  dire  le  lieu  des  foyers  d'une  conique  bitangente  à 
une  conique  fixe  (contour  apparent  de  l'ellipsoïde  E  sur  le  plan  considéré)  en  deux  points  fixes  (points 
de  contact  des  tangentes  menées  du  point  A',  projection  de  A). 

Ce  lieu  estunestrophoïde  oblique  ayant  pour  point  double  la  projection  du  point  A,  pour  tangentes 
au  point  double  les  bissectrices  des  tangentes  menées  dccepoint  au  contour  apparent  de  la  quadrique  E 
sur  le  plan  donné,  et  pour  direction  asymplotique  la  projection  de  la  droite  OA*. 

On  peut  trouver  ce  lieu  analytiquement.  Soient  x,  »/  les  coonlonuées  d'un  point  du  lieu.  Une  droite 

vX-h  vY  +  h  =  0 

passant  par  ce  point,  de  sorte  que  h  =  —  (iix  4-  vjj). 

Si  l'on  remplace  h  par  cct!c  valeur  dans  l'équation  de  la  conique,  on  tlcvra  liQuvcr  u'  4-  y*  en 
factf'ur  ;  ainsi 

f  u,  V,  0,  —  (ux  4-  vi/)]  4-  Xfax  -h  j3y  —  (ux  4-  vi/))- 

doit  être  divisible  par  w*  4-  i'^  En  exprimant  cette  condition,  on  aura  deux  équations  du  premier 
degré  en  /,  entre  lesquelles  on  éliminera   /.  En  faisant  le  calcul  sur  l'équation  réduite,  ou  trouve 

f(a  _  x)^  -ff.  -  y}']ry  -  (x'  -  if   4-  b"-  -  (i%%  -  x){}  -  y)  =  0 

*  Voir  la  solution  géomélrique  de  celle  quoslion,  l.  I,  ]>.  'ill,  de  la /?p/'/c  f/c  Mitllu-inali'jues  spéciales.  —  La  soliilion 
;i  laquelle  nous  renvoyons  avait  dlé  donnée  précisément  par  M.  A.  Alavrac. 
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et  en  transportant  l'origine  au  point  a,  6  .  . 

(ce»  -  y^){x  +  7.)(//  +  ^,1  -  [{X  +  y.f  -  Oy  +  pf  +  6»  -  a^J.ry  =  0 
ou  (x*  +  ?/^)([îa;  -  xy)  +  afi(a;2  -  î/^)  -  (a^  _  ^«  +  6*  -  a2).ri/  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  strophoïde. 

A.  Ai-AYRAC,  lycée  Saint-Louis.   Prix  d'honneur.) 
.\ous  avons  reçu  une  solution  de  M.  Camille  Reçu  (Nancy)  et  de  M.  Paul  Faoes  (Montpellier  ).  Nous  les  publierons  dans  un  prochain  numéro. 
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199.  —  Étant  données  deux  coniques,  deux  triangles  admettant,  /'un,  pour  sommets,  trois  quelconques  de 
leurs  points  communs,  Vautre,  pour  côtés,  tj'ois  quelconques  de  leurs  tanc^entes  communes,  sont  homologiques. 

Soient,  en  effet,  a,  b,  c  les  sommets  du  premier  triangle,  A.  B,  G  les  sommets  du  second,  les 
notations  étant  disposées  de  sorte  que  (/  et  D  désignant  respectivement  le  quatrième  point  et  la 
quatrième  tangente  communs  aux  deux  coniques,  si  la  droite  ad  passe  par  un  sommet  a  dutriaugle 
conjugué  commun,  les  droites  A  et  D  se  coupent  sur  le  côté  opposé  fiv .  Considérons  la  conique  r 
conjuguée  à  ce  triangle  et  telle  que  d  ait  pour  polaire  I)  par  rapport  à  cotte  courbe.  11  est  bien 
évident  que  a,  b  et  c  seront  les  pôles  respectifs  de  A,  B  et  C  relativement  à  F;  et,  comme  ou  sait  que 
les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle  aux  pôles  des  côtés  opposés  par  rapporta  une  mémo 
conique,  sont  concourantes,  la  propriété  énoncée  est  démontrée. 

Remarque.  —  Les  polaires  réciproques  des  deux  coniques  données,  C  et  C,  par  rapport  à  la 
conique  F,  seront  aussi  tangentes  aux  droites  A,  B,  C  et  D,  et  passeront  par  les  points  a,  b,  c  et  (/. 
Elles  se  transformeront  donc  ainsi,  soit  en  elles-mêmes,  soit  l'une  en  l'autre,  car,  il  est  bien  évident 
qu'en  général  ces  coniques  seront  les  seules  qui  satisfassent  aux  huit  conditions  imposées  à  leurs 
transformées.  Mais  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  impossible  de  trouver  une  conique  telle  que  deux 
coniques  données  se  transforment  on  elles-mêmes  par  i)olairos  réciproques  relativement  à  elle  :  car, 
si  ce  problème  était  possible,  il  le  serait  évidemment  encore  dans  le  cas  particulier  où  il  existerait  une 
infinité  de  triangles  inscrits  à  l'une  des  coniques  et  circonscrits  à  l'autre,  et  les  conclusions  qu'on  en 
déduirait  no  pourraient  évidemment  être  réalisées.  Par  suite  les  deux  coniques  C  elC'se  transforment 
l'une  eu  l'autre,  par  rapport  à    F,    conique  ii  laquelle  cette  condition  donne  quatre  déterminations. 

On  peut,  de  là,  déduire  des  conclusious  intéressantes.  On  obtient,  par  exemple,  le  théorème 
suivant  : 

Si  une  conique  C  est  harmoniquemcnt  circonscrite  à  une  autre,  C,  inrersement,  C  a^t  harmoniqucnwnt 
inscrite  à  C. 

(On  dit  que  G  est  harmoniquement  circonscrite  à  C,  s'il  existe  des  triangles  inscrits  à  G  et 
conjugués  à  C;  que  C  est  harmoni((ueniont  inscrite  à  G.  s'il  exist-i  des  triangles  circonscrits  à  G'  et 
conjugués  à    G).  Ernest  Dii>ohc.q  (école  Monge). 
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200.  —  Hfant  donnes  oint/  points  dans  l'cspice,  les  cin^  qicidri  jucs  ayanl  pour  centre  l'un  d'eux  et 
conjuguées  ou  tétraèdre  des  quatre  attires  sont  homothétiqites. 

Considôroiis  en  ell'el  la  (iimdritiue  admettant  pour  cenirc  l'un  des  points  donnés  A,  et  conjuguée 
au  télraèdre  Bt;i)l-]  .  La  droite  Ali  est  la  direction  conjuguée  des  ])lans  parallèles  au  plan  CDE;  de 
même,  les  ilirections  de  la  droite  AU  et  du  plan  BDR  sont  conjupruccs.  Les  plans  CDE  et  BDE  se 
coupent  suivant  la  droite  DE,  dont  la  direction  de  plans  conjuguée  est  donc  celle  du  plan  ABC.  La 
(juadriiiue  considérée  est  donc  telle  (juc  la  diri>clion  conjuguée  des  i)lans  parallèles  à  celui  qui  passe 
par  trois  quelconques  des  points  donr.és,  est  celle  de  la  droite  déterminée  par  les  deux  autres.  Les  cinq 
points  donnés  entrant  symétriquement  dans  la  détermination  de  ces  dix  couples  de  directions 
conjuguées,  elles  sont  communes  aux  cinq  quadriques  considérées,  qui  sont  donc  homothétiques. 

Ernest  Ditoucq. 


201.  —   Le  point  de  rencontre  des  diagonales  d'un  quadrilatère  inscriptible  à  un  cercle  et  circonscrit 
n  une  parabole  est  sur  la  directrice. 

Soit,  en  elTet,  un  cercle    C,    tel  qu'il  existe  un  quadrilatère   ABCD  inscrit  à  ce  cercle  et  circonscrit 

à  une  parabole    P:    on  sait  qu'il  existera  alors  une  infinité  de   quadrilatères  analogues,  et  tels  que 

le  point   H,    oîi  concourent  leurs  diagonales  et  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  de  leurs 

côtés  opposés  sera  fixe.  L'un  de  ces  quadrilatères  a  pour  sommets  adjacents  les  ombilics  du  plan  et 

la  droite  qui  joint  les  points  de  contact  des  côtés  opposés  passmt  par  ces  deux  points  est  la  directrice 

qui  passe  donc  parle  point   H. 

Ernest  DcponcQ. 


202.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M  et  M'  tels  que,  A  et  A'  étant  deux  points  fixes,  le 
quadri'atère  AMA'Al'  soit  inscriptible  à  un  cercle,  et  que  la  parabole  inscrite  à  ce  quadrilatère  ait  pour 
foyer  un  point  donné     F.     Envelopfe  de  la  droite    MM',     et  eni^eloppe  de  la  parabole  considérée. 

On  sait  que  le  foyer  F  d'une  parabole  inscrite  à  un  quadrilatère  AMA'M',  est  tel  que  les  angles 
MFM'   et  AFA',    ont  la  même  bissectrice  intérieure  Yx,   et  qu'on  a  de  plus  la  relation 

FM. FM'  :=.  FA. FA'. 

11  résulte  de  là  que,  les  trois  points  A.  A'  et  F  restant  fixes,  si  le  point  M  décrit  une  courbe  C, 
le  point  M'  décrira  la  symétrique,  relativement  à  Fa",  delà  figure  inverse  de  C,  par  rapporta  l'origine 
d'inversion  F  et  an  module  FA. FA'.  Si  donc,  le  quadrilatère  AMA'M'  est  inscriptible  à  un  cercle, 
ce  dernier  devra  se  transformer  en  lui- môme,  au  moyen  de  celle  transformation  :  il  devra  donc,  bien 
visiblement,  être,  soit  le  cercle  C,  circonscrit  au  quadrilatère  AaA'a',  a  et  a'  jiésignant  les  points 
de  Fx  distants  de  F  delà  longueur  y/FA.F.v',  soitlecercle  C,  qui  coupe  orthogonalement  le  i)récédent 
aux  points    A   et    \'.    Ces  deux  cercles  cons'itnent  donc  le  lieu  des  points   M   et   M'. 

Deux  sommets  correspondints  à  un  même  quadrilatère  sont  tels  que  Fx  soit  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  MFM'.  Si  ces  points  sont  sur  le  cercle  C,  la  droite  MM'  et  sa  symétrique  par 
rapport  à  la  bissectrice  extérieure  F//  de  l'angle  AFA'  se  coupent  évid'Mument  au  pôle  P  de  Fx 
relativement  au  cercle  C:  c'est  le  point  ou  AA'  coupe  F//.  On  verrait  de  même  (jne  l'enveloppe 
de   MM'   correspondant  au  cercle   C   est  le  point   P'   ou    AA'    coupe   F.r. 

On  voit  ilonc  que  le  point  de  concours  des  diagonales  des  (piadrilatères  considérés  inscrits  au 
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cercle   C   est  le  point  fixe    P.   Il  résulte  du  théorème  que  j'ai  démontré  dans  la  question  précédente 

que  ce  point  est  commun  aux  directrices  des  paraboles  inscrites  à  ces  quadrilatères  :   elles  touchent 

donc  la  perpendiculaire  au  milieu  de   FP.  La  perpendiculaire  au  milieu  de  FP'    serait  de  même  une 

tangente   commune  aux  paraboles  correspondant  au  cercle    C 

Ernest  DcPoncQ. 


203.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui,  homofocales  à  une  parabole  donnée,  sont  tangentes  à  deux 
normales  t^ectangulaires  à  cette  courbe. 

La  figure  transformée  d'une  développée  de  parabole,  par  polaires  réciproques^  relativement  à  un 

cercle  admettant  pour  centre  le  foyer  de  cette  courbe  est,  comme  on  sait,  une  cissoïde  de  Dioclès.  Les 

paraboles  considérées  se  transformeront  donc,  de  celte  manière,  en  des  cercles,  passant  par  le  point 

de  rebroussement  d'une  cissoïde,  et  tels  que  la  corde  qu'ils  intercepteront  sur  cette  courbe   soit  vue 

de  ce  point  sous  un  angle   droit.   Comme,   enfin,  la  cissoïde   est  la  transformée  par  inversion  d'une 

parabole,  dont  le  sommet  est  l'origine  d'inversion,  les  cercles  obtenus  sont  des  figures  inverses  des 

cordes  interceptées  sur  une  parabole  par  les  côtés  d'un  angle  droit,  pivotant  autour  de  son  sommet. 

Ces  droites  passant  par  un  point  fixe,  il  en  est  de  même  des  cercles,  et,  par  suite,  les  paraboles 

considérées  ont  une  tangente  fixe.  Il  résulte  de  là  que  le  lieu  cherché  est  un  cercle  passant  par  le 

foyer  fixe  :  on  voit  aisément  que  l'autre  extrémité  du  diamètre  passant  par  ce  point  est  le  symétrique 

du  sommet  de  la  parabole  donnée  relativement  à  son  fo^-er. 

Ernest  Diporcq. 
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On  sait  qu'une  quadrique  circonscrite  à  un  tétraèdre  conjugué  à  une  quadrique  est  circonscrite  ;\ 
une  infinité  de  tétraèdres  analogues.  Il  résulte  do  là  que  toutes  les  ([uailri([ues  ({ui  passent  par  sept 
points.  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  passent  par  un  huitième,  H,  qui  est,  par  exemple,  le  pôle  du  plan  KFCJ, 
relativement  à  la  quadrique  (Q),  conjuguée  au  tétraède  ABCD  et  au  triangle  EFG.  Les  arêtes  opposées 
du  tétraèdre  ABCD  coupent  le  plan  P  du  triangle  EFG  en  des  points  conjugués  h  la  conique  d'inlor- 
section  de  (Q)  par  ce  plan  :  soient  a  et  p  ceux  de  ces  points  situés  sur  AC  et  BD,  et  soit  m  le  point 
où  l'arête  AB  perce  le  plan  P.  Toutes  les  coniques  conjuguées  au  triangle  EFG  et  aux  deux  points 
a  et  p  formant  évidemment  un  faisceau  linéaire,  les  polaires  il'un  point  quelconque,  m.  de  leur  plan, 
passent  par  un  point  fixe,  n:  on  pent  le  construire  en  reniarciuanl  (^coninie  on  le  ilonionfre  aisément) 
que  les  six  droites,  (jui  joignent  I''  anx  points  F  et  (r,  x  et  jî,  m  et  n.  sont  en  involution  ;  on  aura  donc 
aisément  les  droites  En  et  Fn,  par  (>xemple.  Los  points  ;//  et  ii  élanl.  en  parliiMili<M-.  conjugués  à  la 
quadrique  Q,  le  plan  //CD  est  donc,  relativement  à  cette  surface,  le  plan  polaire  du  point  m.  et  passe, 
j)ar  consc(iuent,  par  le  pôle  11  du  i)lan  P,  point  dont  on  peut  achever  la  doterniination,  en  construisant 
de  même  les  plans  HBC  et  HBD,  par  exemple. 
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Remahque.  —  La  construclioii  précédonto  est  ou  déiaul  si  le  point  n  est  sur  CD  :  Dans  co  cas,  il 
y  a  uuo  infiuité  de  coniques  conjuguées  au  triangle  EFG  et  aux  trois  couples  de  points  où  ce  plan 
rencontre  les  angles  opposées  du  tétraèdre  ABCD.  On  voit  aisément  qu'il  faut  et  suffit,  pour  que  cette 
indétermination  se  présente,  qu'il  existe  une  conique  inscrite  à  la  fois  aux  triangles  EFG  et  au  qua- 
drilatère déterminé  dans  le  plan  P  par  les  faces  du  tétraèdre  ABCD.  Le  calcul  montre  que,  dans  ces 
conditions,  toutes  les  quadriques  ([ui  passent  par  les  sept  points  considérés  ont  en  commun  une  cubique 
gauche,  déterminée  par  six  d'entre  eux. 

Cette  cubique  gauche  est  facile  à  construire  par  des  plans  passant,  par  exemple,  par  la  droite 
EF.  On  peut  voir  que,  si  l'on  fait  une  transformation  du  second  ordre  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD, 
les  points  E,  F  et  G  ont,  dans  le  cas  considéré,  leurs  transformés  sur  une  droite,  qui  est  la  transformée 

de  la  cubique. 

Ernest  Dupoucq  (école  MoDge). 
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Soient  f  =  Aa.»  +  A.'if  +  2b"a//  +  2B?/  4-  2B',r  +  A"  =  0, 

A=A,.r^  +  ...  =0, 

les  équations  de  deux  coniques;  soient  de  même 

fl!<^  +  a'v^  +  a"iv^  4-  'ibvw  -+-  'ib'icu  +  ^b"iiv  =  0, 
a,if'  -1-  . . .  =0, 

leurs  équations  langentielles.  On  sait  que  le  premier  membre  de  l'équation  en  X  relative  au  faisceau 

(A  +  ÀA,)a;»  +  ...  =0 
est  [Ça]  =  a  +  (-)).  +  e,À'^  +  Ji,À\  (I) 

où  A  est  le  discriminant  do  f,     A,  celui  de  f\    et 

0  =  A,a  +  ky  +  A'.'rt"  +  2B,6  +  2B[b'  +  2B;7>",  (2) 

0,  =  Aa,  -h  A'»;  -f-  X"(ï;  4-  2B6,  -f  2B'b\  +  2B"6;'.  (3) 

Nous  nous  proposons  de  calculer  les  dérivées  /'(>)  et  /"'(À).  Nous  avons  déjà  donné  l'expression 
def(A).  {\o\r  liciuc  de  Mathcmaliqucs spéciales,  2«  année,  p.  28").  Pour  calculer  /"",),  nous  remarquerons 
que  l'équation  (1)  donne 

ln>-)  =  0. +  3)A,. 

Or  on  a  '^i  =  A,r/,  4-  B',7;,  4-  B,7/,, 

A,  =  B','6,  4-  AJa',  4-  B^b^, 

A,  =  B[b[  4-  B,6,  4-  A'i'o'i'  ; 
donc  3A,  —  ^^n^  4-  A^oj-hAV,'  4-  2B,6,   4-  2B\h\  4-  2B';//,',  (o) 

et  par  suite,  en  tenaul  com[)te  d<;s  ndations  (.3)  et  io), 

!/••'(>,,  ^  (A  4-  ÀA,)r/,  4-  (A'  +  àA>;  -+-  (A"  4-  U'.'lo';  4-  2(B4-XB,)/>,  4-  2(B'  +  lB[)b\  +  2(n"  4-  lB'[)h';. 
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Il  est  facile  de  voir  ce  que  représente  la  condition  f"(k)  =  0,   en  supposant  que  X  soit  une  racine 

do  l'équation  f{l)  =  0. 

Dans  ces  hypothèses  /"+  >/i  est  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  (distincts  ou  non), 

et  nous  poserons 

/■  +  À/i  ^  (ux  -hvy  -h  ivz){UiX  -+■  i\\j  4-  w^^  ), 
de  sorte  que 

A  +  XAi  =  Mw,,  A'  +  XA,'  =  yy,,  A"  -1-  ÀA','  —  wu\, 

2(B  +  àBi)  =  vii\  ■+-  tvi\        2(B'  +  àB,')  —  uwi  -+-  icu^,        2{B"  -1-  XB',')  —  uvy  -+-  vui\ 

alors  la  condition   /"(X)  =::  0  revient  à  celle-ci  : 

a^uu^  +avVi  -h  d[wWi  4-  h{vii\  +  wv^)  4-  b'iuw^  -i-ivu^)  +  b"(uvi  +  fUj)  —  0; 

elle  exprime  donc  que  les  deux  sécantes  sont  conjuguées  par  rapport  à  fi. 

Ainsi,  quand  l'équation  f  (l)  —  0  a  une  racine  triple,  le  point  de  concours  des  sécantes  corres- 
pondantes est  sur  la  conique  f^  et  ces  sécantes  sont  conjuguées  par  rapport  à  fi;  il  en  résulte  évidem- 
ment que  l'une  d'elles  est  tangente  à  /\  et  que  l'autre  passe  par  le  point  de  contact  de  la  première. 

Ces  résultats  s'appliquent  immédiatement  à  la  discussion  de  l'intersection  de  deux  coniques. 

(B.  N.) 


X' 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'INÉGALITÉ  x  -  siri  o^  <  - 

b 

DANS  l'hypothèse  O?   >   0. 


La  démonstration  donnée  dans  quelques  ouvrages  établit  seulement  que  la  dilférence   .i-  —  ^in  x 

est  au  plus  égale  à   — -•  Une  modification  très  simple  apportée   à  la  déinonstratiou   permet  de  faire 

disparaître  toute  incertitude. 
On  part  de  l'identité 

X  X 

sin  X  =  3  sin  —  —  4  siu'  -  ; 
o  ô 

en  remarquant  que  si  l'on  suppose    ce  >  0,    on  a 

sin  X  <  X     et  par  suite     sin'  -  <  {~\  , 
on  déduit  de  l'identité  précédente  : 

sin  a;  >  3  sin  -  —  •i(.r)  •  (1) 

De  cette  inégalité  on  déduit,  en  remplaçant  x  par  -  : 

8io|>3siu|-i(^)'.  (i) 

et  de  môme,  successivement 

e,n->3sm--4(3.),  (.)) 


81 


n  -  >  a  s.n  -  -  i(^)  .  (4) 


[\ 
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et  ainsi  do  suite  jusqu'à 


X  ..     .      X         ,/x\* 

sin  - — :  >  3  sui  77 4  -—  ) 

3"-'  3"        \  3'7 


Nous  remplacerous  l'iuégalité  (1)  par  une  égalité,  savoir  : 

SI  u  a;  =  0  sm  t  —  4(  ij-  i    -i-  a, 


(n) 


(t)' 


a  étant  un  nombre  positif. 

Cela  élant,  multiplions  les  deux  membres  de  l'inégalité  (2)  par  3,  ceux  de  l'inégalité  (3)  par  3»,  et 
ainsi  de  suite,  les  deux  membres  de  l'inégalité  (n)  étant  multipliés  par  3"~',  et  ajoutons  membre  à 
membre  les  inégalités  obtenues  et  l'égalité  (1)'.  Il  vient,  après  simjjlifications  évidentes, 


smx>3-sm|-4|-^(l+i+l  +   •    •   +  -g^ 


OU 


sm  X  >  X 


in  (i)       ■ 

\_3'7        \. 

\3" 


1    -  TT 

X-  9" 


27     ,          l 


+  a 


et,  a  fortiori,  en  supprimant  dans  le  second  membre  un  terme  positif, 


sin  X  >  X 


(I) 


X 


^^"  (I) 


Cela  posé,  si  n  augmente  indéfiniment,  ^tend  vers  zéro,  et  par  suite  le  rapport — -^^1^  tend 


vers  1  ;  la  limite  du  second  membie  de  l'inégalité  précédente  est  égale  à 


(I) 


•T ^    ~\-    OL. 

D 


On  peut  donc  poser  sin  x  >  x ~  +  a.  +  B„, 

b 
Pn  étant  un  nombre  variable  dont  la  limite  est  zéro. 

La  différence  posj7ù"e 

sm  X  —  {x  —  -p  +  al  —  B„ 
a  pour  limite 


X'' 


B\n  X  —   [  X  —   —r  + 
b 


Or  quand  une  variable  toujours  positive  a  une  limite,  cette  limite  est  positive  ou  nulle;  donc  ou  a 
le  droit  d'écrire 


et  par  conséquent 
en  supposant  x  >  0. 


sin  œ  ^  X r  -+■  «• 


sm  X  '>  X —  > 

b 


(13.  N.) 
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QUESTIONS    PROPOSÉES 


204*.  —  On  donne  un  cercle  C   et  une  direclioa  fixe    A.  On  prend  sur  une  tungente  au  cercle  à 

partir  du  point  de  contact  un  segment  de  longueur  constante  a.  Lieu  de  la  projection  de  l'extrémité  de 

ce  segment  sur  la  parallèle  à  A  menée  par  le  point  de  contact. 

(Louis  GitAtx,  lycé  ;  de  NanlesJ 

205*.  — On  donne  un  point  A  de  l'axe  et  un  point  A'  de  la  tangente  au  sommet  d'ur.;;  parubole 
de  paramètre  2yj.  On  demande  1°  le  lieu  du  foyer,  2°  l'enveloppe  de  la  directrice. 

(Picire  BoKELLi,  lycée  de  Nice.) 

206.  —  Soit  une  ellipse  ayant  pour  foyers  F  et  F'. 

1°  Si  deux  tangentes  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  tangente  en  P  et  en  0,  le  quatlrilalèi  e 
PQFF'  n'est  iiiscriptible  à  un  cercle  que  si  les  tangentes  parallèles  sont  tangentes  aux  extrémités  du 
grand  axe. 

2°  Si  T  est  le  point  ou  la  troisième  tangente  coupe  le  grand  axe,  le  produit  TPxTQ  est  indépendant 
de  la  longueur  du  grand  axe. 

3°  Si  le  petit  axe  est  fixe,  le  produit    TP  x  TQ    constant  et  la  direction  PQ  (ixe,  le  lieu  de  P  et 

Q  est  une  hyperbole  équilatère  qui  a  pour  asymptotes  les  axes  de  l'ellipse. 

Examiner  ce  ([ue  devient  le  théorème  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

(Emile  LsuoiNg.) 

207.  —  Étant  donné  un  ellipsoïde,  s'il  y  a  un  système  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  coupant 

la  surface  suivant  des  ellipses  ayant  des  aires  égales  entre  elles  et  a  une  aire  donnée  S%  il  y  en  a  une 

infinité. 

(Emile  LtMoiNE.) 

208.  —  On  considère  un  cercle  C  et  l'un  de  ses  points  0.  Soit  M,  un  point  de  la  cissoïde  droite 

dont  0  est  le  point  de  rebroussement  et  dont  le  cercle  donné  est  le  cercle  générateur.  Trouver  le  lieu 

du  point  d'intersection  de  OM  avec  la  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  G.   Même  problème  pour  la 

strophoïde,  0  étant  le  point  double. 

(C.  Élie  BoDBscu.) 

209. — Étant  donnée  une  cissoïde  de  Dioclèsayant  pour  point  double  le  point  0  et  pour  asymptote  la 
droite  AB,  on  joint  le  point  double  0  à  un  point  M  de  la  cissoïde;  la  droite  OM  rencontre  AB  eu  I  et 
l'on  prend  IP  =  IM.  Trouver  l'aire  comprise  entre  la  cissoïde  et  la  courbe  lieu  du  point  P. 

(E.  N.  B.uusiEN.) 
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Leçons  de  Cinématique  et  de  Dynamique,  suivies  de  la  détermination  des  centres  de  gravité,  ii  l'usage  des  candidats  h  l'École 
Polytechnique,  par  X.  Antomaiu,  dirccleur  des  Études  et  professeur  de  mathématiques  spéciales  à  l'École  Monge. 

Go  livre  a  él(5  écrit  pour  répondre  aux  roceulos  modillcations  du  prognxinmc  d'admission  à  l'École  Polytechnique, 
qui  comprend  maintenant:  la  cinématique  du  point  malcriol,  la  dynamique  du  point  matériel  et  la  statique  du  solide 
invariable  lii)re.  Dans  cette  dernière  partie,  M.  Anlomari  ne  traite  i[uela  dolormination  dos  centres  de  gravite,  renvoyant 
pour  le  rcsLo  aux  Lc.vna  de  .s/a/Zi/Kf  de  M.  C.arvallo. 

L'ouvrage  de  M.  Anlomari  est  diviso  en  trois  livres  précédés  d'un  chapitre  consacré  à  la  définition  dos  vecicurs  et 
u  l'cxpisition  de  leurs  propriétés  les  phis  oléuio  nia  ires. 

l)ans  le  i)reniior  livre,  l'auteur  expose  la  ciiiomalique  du  point  maloriel  et  étudie  la  vitesse  el  l'accoléralion  consi- 
dérées d'abord  comme  des  grandeurs  numériques.  Ensuite,  après  avoir  expliqué  comment  on  peut,  dans  le  niouvcmonl 
rcctiligne  et  uniforme,  représenter  la  vitesse,  eu  grandeur  et  eu  signe,  par  un  vecteur  dont  la  valeur  algébrique  est  la 
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mOmc  que  celle  de  la  vitesse,  et  dont  la  direction  est  la  mOmc  que  ccllo  du  mouvement,  il  montre  avec  beaucoup  d'élé- 
gance et  de  clarté  comment  on  éloiul  ce  mode  lie  reprcsenlalion  aux  mouvements  varies,  rcctilii,'ncs  ou  curvilij^ncs.  — 
Comme  conséquence  naluroUo  de  celte  reprosontalion,  nous  arrivons  ii  l'élude  dos  niouvcracnls  projetés  et  à  l'emploi 
des  coordonnées  p  iir  lotude  du  luouvenient  d'un  point.  Ce  chapitre  se  termine  j)ar  plusieurs  ajjplications  intéressantes, 
entre  lesquelles  nous  remarquons  l'otude  de  la  projection  sur  un  i)lau  du  mouvement  circulaire  uniforme. 

Le  problème  de  la  composition  des  mouvenienls  est  posé  dans  toute  sa  généralité  :  il  est  complètement  résolu  pour 
les  vitesses.  ^Juanl  à  la  composition  des  .iccoléralions,  Taulcur  a  évilé  d'entrer  dans  des  développements  étrangers  au 
programme,  et  il  s'est  borné  à  examiner  le  cas  où  le  mouvement  d'entraînement  est  un  mouvement  de  translation. 

Un  chapitre  d'applications  termine  ce  premier  livre.  Nous  citerons:  l'élude  du  mouvement  vibratoire  et  celle  du 
mouvement  d'un  point  dans  l'espace  quand  les  mouvements  des  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  sont  des  mou- 
vements vibratoires  simples  de  même  durée.  Deux  proidèmes  de  géométrie  .  la  détermination  du  rayon  de  courbure  de 
la  cvclcide  ot  celle  du  rayon  de  courbure  de  l'hélice,  donnent  une  application  intéressante  de  la  considération  de 
l'accélération  comme  vecteur. 

Le  deuxième  livre  est  consacré  à  la  dynamique  du  point  matériel.  L'auteur  énonce  d'abord  les  deux  principes 
fondamentaux  de  la  dynamique  et  donne  la  représentation  vectorielle  de  la  force.  Le  second  chapitre  montre  l'application 
de  ces  principes  fondamentaux  à  une  question  parliculièro,  celle  du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 

Nous  arrivons  ensuite  h  la  notion  de  masse  et  à  la  définition  de  la  valeur  d'une  force.  L'auteur  utilise  alors  les 
propriétés  qu'il  a  établies  pour  (kMinir  d'une  faç  u  aussi  cléganlc  que  précise  la  résultante  de  plusieurs  forces  appliquées 
à  un  point.  11  in>isle  particulièrement  sur  ce  fait,  et  c'est  là  le  point  important  quand  on  veut  faire  dériver  la  statique  de 
la  dynamique,  (lu'il  est  inditlérent  pour  le  point  matériel  d'être  en  mouvement  ou  au  repos.  Toute  cette  partie  est  traitée 
en  quelques  pages  et  présentée  d'une  façon  qui  nous  a  paru  nouvelle. —  Ces  préliminaires  poses,  il  est  possible  maintenant 
d'établir  les  équations  du  mouvement  d'un  point  matériel  soumis  à  des  forces  connues.  Le  paragraphe  correspondant  est, 
au  point  de  vue  des  applications,  un  des  plus  importants;  aussi  en  renconirons-nous  un  grand  nombre,  choisies  avec  un 
soin  tel  qu'elles  forment  en  quelque  sorte  la  suite  naturelle  des  problèmes  étudiés  en  cinématique. 

Le  travail  et  la  force  vive  d'un  point  matériel  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques  sont  étudiés  dans  un  chapitre 
qui  se  termine  par  quelques  notions  intéressantes  sur  les  surfaces  de  niveau. 

Le  chapitre  suivant  contient  l'élude  du  mouvement  d'un  point  soumis  à  des  forces  centrales.  L'auteur  établit  que 
la  trajectoire  du  mobile  est  plane  et  démontre  que  les  aires  balayées  par  le  rayon  vecteur  qui  va  du  point  fixe  au  mobile 
sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  décrire.  Viennent  ensuite  l'expression  de  la  vitess  î  et  celle  de  la  force, 
d'où,  par  une  remarque  très  simple,  cette  propriété  de  la  force  d'ôtre  toujours  dirigée  du  même  côté  que  la  concaviléde 
la  trajectoire. 

Admettant  ensuite  pour  les  planètes  la  loi  de  Kepler,  M.  Antomari  montre  comment  les  résultats  précédents  permettent 
d'énoncer  la  loi  de  Ne^vton.  Ce  chapitre  se  termine  par  l'étude  détaillée  du  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre 
fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Enfin,  le  dernier  chapitre  de  la  dynamique  contient  la  théorie  du  mouvement  d'un  point  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  fixe,  avec  quelques  notions  sur  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Le  troisième  livre  est  rempli  tout  entier  par  la  détermination  des  centres  de  gravité.  Le  lecteur  y  trouvera,  exposées 
avec  beaucoup  d'ordre,  les  propositions  les  plus  connues  sur  les  centres  de  gravité  des  solides. 

L'ouvrage  est  suivi  de  trois  notes:  dans  la  première  se  trouvent  démontrées  d'une  façon  élégante  et  neuve  deux 
propositions  de  géométrie  élémentaire  dont  on  fait  quelquefois  usage  dans  la  recherche  des  centres  de  gravité  des  figures 
qui  ont  un  plan  diamétral  ;  les  deux  autres  notes  sont  relatives  au  principe  des  vitesses  virtuelles  et  au  principe  de 
d'Alembert. 

Nous  aurions  bien  voulu,  dans  cette  analyse  incomplète,  faire  ressortir  comme  il  convient,  toutes  les  qualités  de 
méthode  et  d'exposition  que  l'on  connaît  à  l'auteur  et  qu'on  retrouve  à  chaque  pas  dans  son  ouvrage.  Malheureusement, 
nous  sommes  obligé  de  nous  limiter.  Néanmoins,  nous  insisterons  encore  une  fois  sur  le  choix  heureux  des  applications, 
qui,  tout  en  éclairant  la  théorie,  rendent  aussi  attrayante  qu'instructive  la  lecture  de  ce  livre. 

Les  élèves  studieux  n'ont  pas  été  oubliés,  et  ils  trouveront  à  la  fin  de  chaque  livre  un  grand  nombre  d'exercices  et 
de  problèmes  dont  quelques-uns  sont  inédits,  et  qui,  tous,  sont  intéressants. 

Pour  résumer,  nous  avons  pris  le  plus  vif  plaisir  à  lire  l'ouvrage  de  M.  Antomari  et  à  en  écrire  le  compte  rendu.  Qu'il 
nous  soit  permis,  en  terminant,  d'espérer  que  ces  leçons  de  cinématique  et  de  dynamique  recevront  un  accueil  sympathique 
des  professeurs  et  des  élèves  de  mathématiques  spéciales. 

A.  Maixski 


ERRATUM 


Page  329  (n"  9,  2"  année),  5'  et  G'  ligne  :  lire. 
Les  parabolo'ides,  inscrits  au   tétraèdre  T,  sont  harmoniquement  inscrits  au  cône  isotrope  de  sommet  II,  c'est-à-dire 
qu'ils  sont  inscriplibles  à  des  trièdres  trirectangles. 


Le  nédacleur-Géranl  :     II.  VUIBEKT, 


l<ll-   —  IMI'KlMtlIlE   IIIÀIX,—    'i2l)i'i-\0-\)i. 


3«  Année.  N"  2.  Novembre  1892. 
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AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATKjUES 


Concours  de  1892. 

188.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  E,  de  centre  0,  et  un  cône  du  second  ordi'e  Q,  de  sommet  S,  on 
considère  un  Irièdre  Oa<^y,  dont  les  arêtes  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoule  et  on  prend 
le  point  d'intersection  de  chaque  arête  de  ce  trièdre  avec  le  plan  diamétral  qui  lui  est  conjugué  dans  le 
cône  Q.  On  obtient  ainsi  trois  points  A,  B,  G  qui  déterminent  un  plan  P. 

/°  Démontrer  que  le  plan  P  passe  par  un  point  fixe  F  quand  le  Irièdre  OaSv  varie. 

2°  Les  points  S  e,t¥  déterminent  une  droite  D;  trouver  le  lien  des  droites  D  qui  passent  par  un  point 
donné  w,  lorsque  le  cône  Q  se  déplace  en  restant  égal  et  parallèle  à  un  cône  fixe. 

3°  Trouver,  dans  la  même  hypothèse,  V enveloppe  G  des  droites  D  qui  sont  situées  dans  un  plan  donné  H. 

4"  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  courbes  G  lorsque  le  plan  H  se  déplace  en  restant  parallèle  à  une  droite 
donnée. 

Désignons  par  E'  le  cône  asymptote  de  E  et  par  Q'  le  cône  égal  et  parallèle  au  cône  Q  qui  a  son 
sommet  au  point  0.  Le  cône  E'  étant  imaginaire,  on  sait  qu'il  existe  ou  moins  un  Irièdre  conjugue 
réel  commun  aux  deux  cônes  de  même  sommet  E'  et  Q'  {*).  En  prenant  pour  axes  les  arêtes  de  ce 
trièdre,  les  équations  de  E'  et  de  Q'  prennent  la  forme 

a  *        0*       c* 
Ax^  +  B//»  -h  Cz'^  =  0.  (Q') 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  axes  choisis  ne  sont  généralement  pas  rectangulaires. 

{"  Cherchons  le  lieu  du  point  d'intersection  d'un  diamètre  variable  OM  de  E  avec  son  plan  polaire 
II  par  rapport  au  cône  Q.  Soient 

'^  =  ^  =  ^  (1) 

«        p       Y 

les  équations  du  diamètre    OM.    Si   x',y\z'   désignent  les  coordonnées  du  sommet  S  île  Q.  l'équation 
du  plan    II  est 

Aa(a;  -  ./;')  +  Bf:(//  -  //')  +  Cy(3  -  z')  =  0.  (2) 

Par  conséquent  en  éliminant  a,  fi,  y  outre  les  équations  (1)  et  1^2).  ou  obtient  l'équation  du  lieu 
demandé  : 

kx(x  —  x')  +  B>/(y  —  y')  +  i''Z[z  —  z)  =  0. 

(*)  Si  Kétùtim  hyporholoïde,  par  exomplc,  ce  Irièdre  conjiij?no  ixiurrail  êlro  en  pari  io  inia«rinaire,  comme  on  lésait 
par  la  lliéorio  do  Téquation  en  X;  ce  cas-là  ne  ditVi'io  pas  boauooui),  an  (ouA,  de  colni  que  nous  allons  traiior.  Mais,  de 
plus,  il  pourrait  arriver  (dans  le  cas  où  les  cOncs  K'  el  Q'  si>raionl  lau,'eiils  sans  »Mre  liilau^cnls  -  ce  qui  ne  peut  arriver 
ici)  que  ce  Irièdre  conjugué  n'existe  pas.  On  aurait  alors  nn  problôuie  csseuliollemeut  diUéreut.  C'est  pour  cela  qu'il  est 
important  do  supposer  que  K  est  un  ellipsoïde. 
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On  trouve  ainsi  une  quadrique  K. 

C'est  un  résultat  qu'on  aurait  pu  facilement  prévoir  par  la  géométrie;  en  elTet,  si  on  suppose  que 
le  cône  Q  est  isotrope,  il  revient  au  théorème  suivant  :  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  0  sur  les  plans  qui  passent  par  un  point  fixe  S,  est  la  sphère  de  diamètre    OS. 

Les  équations  (I)  et  (2)  ilevienuent,  par  l'introduction  de  la  variable  auxiliaire  p  : 

X'  =    ap     \ 

y  =  PP    [  (3) 


z  =.  Yp    ; 
Aaa;'  +  B[3//'  -f-  Cyz' 


(i) 


'^  Aa»  -4-  B.^''  +  Cy" 

Ces  équations  représentent  la  quadriquc  K. 

Soit  ux  +  vy  -i-  ivz  -i-  A  =  0  (5 

l'équation  du  plan  P  dont  il  est  question  dans  l'énoncé. 

En  remplaçant   x,  y.  z   par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (3)  et  (4),   celte  équation  devient 

(ua  -h  up  +  wy)  {A.7.X'  ■+■  Bpy'  +  Cy;;')  +  h  (Aa*  +  Bp'  -f-  Cy'^j  ==  0.  (6) 

Elle  représente,  si  l'on  considère  a,  p,  y  comme  des  coordonnées  courantes,  le  cône  de  sommet  0 
qui  a  pour  base  Tintersection  de  la  quadrique  K  par  le  plan  P.  Pour  que  le  plan  P  satisfasse  aux 
conditions  de  l'énoncé,  il  faut  et  il  suffît  que  l'on  puisse  placer  sur  ce  cône  un  trièdre  formé  de  trois 
diamètres  conjugués  de  E  (ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  E').  Ce  problème  relatif  à  deux  cônes  de 
même  sommet  est  au  fond  le  même  que  le  problème  connu  de  géométrie  plane  :  étant  données  deux 
coniques,  exprimer  que  l'on  peut  inscrire  dans  l'une  un  triangle  conjugué  à  l'autre.  Il  suffitdonc  d'écrire 
que  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  coefficient  de  l'équation  (G)  par  le  coefficient 
correspondant  dans  l'équation  tangentielle  de  E'.  est  nulle.  On  obtient  ainsi 

Aa»(Mx'  -+-  h)  -h  Bb*{vy'  +  h)  -h  Cc\wz'  +  h)  :^  0.  (7) 

Cette  relation  exprime  que  le  plan  représenté  par  l'équalion  (o)  passe  par  le  point  fixe  F  dont  les 
coordonnées  x,  y,  z  sont  données  par  les  formules 

_^  =  ^-=-^=  î (8) 

AaV       Bb'y'       Cc^z'       Aa»  -t-  Bb^  +  Ce»  ' 

(Je  suppose  Aa*  -4-  B6*  -+■  Ce*  ^f:  0;  sans  quoi  le  point  fixe  serait  rejeté  à  l'infini;  il  est  aisé  de  voir  que 
les  résultats  définitifs  des  calculs  que  nous  allons  faire  seraient  les  mêmes  dans  ce  cas  particulier.) 

2°  Soient  a;,,  j/i,  ij;  Xj,  y,,  ^^  les  coordonnées  de  deux  points  quelconques  de  la  droite  SF.  En 
désignant  par  ).  et  À'  deux  indéterminées,  on  sait  que  l'on  a 

x,  -t-  ÀXj  y,  -t-  Xî/p  z^   +  XSj 

i     +    l  1     +    ?.  1     +    A 

Xi  -h  X'x,  ,      .V,  +  /'y.,  /  _  ^1  "^  ^'^» 


y  - 


1     -4-    )/  ^  1     +    À'  1    +    À' 

Remplaçons    x,  y,  z\   x',  y',  z'   par  ces  valeurs  dans  les  équations  (8);  celles-ci  deviennent 


Xi  -h  >x,  .y,  4-  À//.,  z^  -h  IZj  \   +  \  i 


-.iï=f^'  (9) 


Aa»(a-,  -+-  X'a?,)       B6»(j/,  +  X'j/,)       Cc^;;,  +  X's,)       1  -h  X'  M 

en  posant  Aa*  -f-  B6*  -^  Ce*  —  M  et  introduisant  la  valeur  commune  a  dos  rapports. 

En  éliminant   X,  ;x,  ;i.X'  entre  les  quatre  équations  linéaires  obtenues  en  égalant  à    a   chacun  des 
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rapports  (9),  on  obtient 


Xi 

X, 

Aa*a;, 

ka'^x 

Vi 

Vi 

B6^y, 

Bh-y, 

Zi 

z. 

Cc^Zi 

Gc«s, 

1 

1 

M 

M 

=  0. 


Ce  déterminant  peut  s'écrire  (on  le  voit  immédiatement  en  le  développant  suivant  la  règle  de 
Laplace  par  rapport  aux  éléments  des  deux  premières  colonnes): 

S(MAa»  +  BC6V)(yi2,  -  y^Zi){x,  -  x^)  ^  0, 

les  termes  non  écrits  s'obteuant  par  permutation  circulaire  des  lettres  x,  y,  z,  A,  B,  C  et  a,  b,  c. 

Si  on  remarque  que 

MAa»  +  BCô^c"  ^  {Aa''  +  B6'^)(Aa«  -f-  Ce-'), 

on  peut  encore  écrire  cette  équation,  eu  divisant  par  le  produit  (B6*  -+-  Cc')(Gc*  +  Aa»)(Aa*  -f-  B6*)  : 

v(yiZï  -  y^Zi){Xt  -  x^) 


B6«  -+-  Ce» 


0. 


C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante />our  que  deux  points  soient  sur  U7ie  droite  D  .  Le  lieu  des 
droites  D  qui  passent  par  un  point  fixe  oi{Xi,  //,,  Zi)  s'obtiendra  donc  en  remplaçant  Xj,  ^,,  z,  par 
les  coordonnées  courantes    x,  y,  z;     on  obtient  ainsi 

i(î/2i  -  2«/i)(j''  -  aJi) 


T 


=  0. 


Bb^  -+-  Ce* 

C'est  un  cône  du  second  degré  qui  a  pour  sommet  le  point    j^i,  y,,  Zi.     Il  passe  par  l'origine;  le 
cône  parallèle  mené  par  l'origine  a  pour  équation 


1- 


Bb' 


Ce* 


-0. 


C'est  une  équation  de  la  forme 


Ixiyz  +  my^zx  +  nz^xy  =  0, 
l,  m,  n  étant  trois  constantes  déterminées  satisfaisant  à  la  relation 

l  +  m  +  Il  —  0. 

On  aperçoit  immédiatement  que  ce  cône  contient  les  axes  de  coordonnées  et  de  plus  reste  le  même 
lorsque  le  point    x,,  j/j,  Sj     se  déplace  sur  une  droite  issue  de  0. 

On  connaît  donc  toujours  quatre  génératrices  du  cône  de  sommet  w  :  la  droite  wO  et  les  trois 
parallèles  aux  axes  issues  de  co.  On  peut  dire  de  plus  que,  si  l'on  considère  un  point  w'  homothétiquo 
de  o)  par  rapport  au  point  0,  le  cône  do  sommet  «/  est  de  même  homothétique  du  cône  de  sommet  o) 
(c'est-à-dire  égal  et  parallèle).  Ces  résultats  s'expliquent  facilement  par  la  géométrie. 

3°  Soient 


u^x  -h  Viy  -+■  WiZ  -h  ht  - 

=  0, 

U.^X   +    l'aV   H-    t^j3   +   /îj   - 

-  0 

les  équations  do  deux  plans;  cherchons  à  quelle  condition  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans 
est  une  droite  D.  En  écrivant  ([ue  chacun  de  ces  plans  renferme  les  deux  points  S  et  F  et  remplaçant 
X,  y,  z   par  leurs  valeurs  en  fouctiou  de   x',  y',  z'  tirées  des  équations  (8),  ou  obtient 

w,a;'        -H  Vty'        -h  w^z'       -+-  /»,  —  0, 

u^x         -+■  u,jy'        +  WfZ'       -+-/»!  =0, 

Uika*x'  -f-  i\Bb*y'  -h  it',Ce*3'  -+-  MA,  =  0, 

u^ka^x'  H-  v,B6*y'  -f-  jr,Cc*3'  ■+■  M/i,  =  0. 


M, 

Vi 

U, 

V., 

A«-t/, 

Bb"-i 

Ao«<r, 

Bb'v 

=  0. 
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L'élimination  de  x',  y',  z'   donne  le  résultat  cherché  : 

Cc^îv^    M/i, 
Ce"  H-,    M/t, 

Uu  calcul  tout  pareil  à  celui  que  nous  avons  fait  au  paragraphe  précédent  permet  d'écrire  cette 
équation  sous  la  forme 

^  Bb'  +  Ce»  "~ 

Si  M,,  r,,  u\,  //,  sont  les  coefficients  de  l'équation  d'un  plan  donné  H  (les  coordonnées  de  ce  plan), 

l'équation 

"^(vw^  —  ivi\){uhi  —  /iw,) 

^  iib^  ■+-  Ce»  " 

exprime  que  le  plan  variable  de  coordonnées  u,  v,  iv,  h,  passe  par  une  droite  D  située  dans  le  plan  H, 

c'est-à-dire  par  une  tangente  de  la  courbe  G;  c'est  donc  l'équation  tangentielle  de  cette  courbe.  Ou 

voit   immédiatement    que  cette  équation    représente    une    parabole  tangente   aux    trois   jjlans    do 

coordonnées.   Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  pour  base  celte  parabole  a  pour  équations 

tangenlielles 

h  =  0, 

lu^vw  +  mviwu  -+■  nwiuv  =  0, 

/.  m.  n  étant  les  trois  constantes  déjà  introduites.  Son  équation  poncluelle  est  par  suite 

fu^x*  -+■  m^v\y'^  -I-  n^w\z^  —  'imnViWiyz  —  'ÈnlWiU^zx  —  '2.lmUiViXy  =  0. 

On  voit  que  ce  cône  reste  le  même  lorsque  le  plan  H  se  déplace  parallèlement  à  lui-même;  d'où 
l'on  conclut  que  si  l'on  considère  deux  plans  H  et  H'  homothétiques  par  rapport  au  point  0,  les 
paraboles  correspondantes  G  et  G'  sont  homothétiques  de  même  (*). 

4°  Pour  trouver  le  liou  des  foyers  des  paraboles  G,  on  pourrait  employer  l'équation  tangentielle 
de  leur  projection  sur  l'un  des  plans  de  coordonnées,  équation  que  l'on  sait  écrire  immédiatement.  Il 
est  plus  symétrique  et  plus  simple  de  procéder  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  un  plan  H  et  uu  point  w  dans  ce  plan;  il  est  clair  que  les  droites  D  qui  sont  situées 
dans  le  plan  H  et  qui  passent  par  le  point  to  appartiennent  au  cône  relatif  au  point  m  et  sont  tangentes 
à  la  parabole  relative  au  plan  H.  Pour  que  le  point  w  soit  un  foyer  de  la  parabole,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  deux  droites  soient  isotropes,  c'est-à-dire  appartiennent  au  cône  isotrope  de  sommet  œ.  Le 
cône  relatif  au  point  loetle  cône  isotrope  de  sommet  w  doivent  donc  avoir  deux  génératrices  communes 
situées  dans  le  plan  H;  c'est-à-dire  que  le  plan  H  doit  être  un  plan  sécant  commun  aux  deux  cônes. 
Il  suffit  donc  d'écrire  que^ces  deux  cônes  ont  un  plan  sécant  commun  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Soient  f{x,  y,  z)  -  ^Ix^yz  -+-  ^my^zx  -h  ^nz^xy  =  0, 

<f(x,  y,  z)  =  X*  +  y^  -h  z"^  -h  ^(xyz  ■+■  2pza;  -f-  ^l-{X\i  =  0      " 

h's  équations  des  cônes  parallèles  qui  ont  pour  sommet  l'origine  (a,  S,  y  désignent  ici  les  cosinus  des 

angles  que  fout  entre  eux  les  axes)  ; 

X       y       z 

p~  q~  r 

(*)  Cette  partie  du  problème,  ainsi  que  la  précédente,  auraient  pu  se  trniter  un  peu  plus  brièvement,  si  on  avait 
voulu  suppo>er  connue  la  Iheoiic  des  complexes  et  en  particulier  les  pr(5priclés  des  complexes  tétracdraux.  J'ai  prcléré 
donner  ici  une  solution  aussi  élcmentairi-  que  possible  et  je  l'ai  fait  d'autant  plus  volontiers  qu'on  gagne  peut-être  ainsi 
plus  de  clarté  qu'on  ne  perd  de  concision. 


I 
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les  équations  de  la  droite  donnée.  Le  problème  que  nous  avons  à  traiter  est  le  même  que  ce  problème 
connu  de  géométrie  plane  :  exprimer  qu'une  des  sécantes  communes  à  deux  coniques  données  passe 
par  un  point  donné. 

Il  suffit  ici  d'écrire  que  l'équation 

f{x,  //,  z)  'f(p,  q,  r)  -  cp(a;,  y,  z)  f{p,  q,  r)  =  0 

représente  deux  plans.  Si  nous  supposons  que  p,  q,  r  désignent  les  paramètres  directeurs  de  la 
droite,  on  aura     (f(p,  q,  r)  =  i,     et  la  condition  cherchée  s'écrira 

fip,  (h  >■)  '{f(p,  9,  ^')  -  "-1        Hify  (h  n  -  myt 

yfiP,  9'  r)  -  nz^  f  iP'  9»  r)  af(p,  q,  r)  -  Ix^ 

Pf'(p,  Ç,  '•)  -  my,  c^fip,  q,  ?')  -  Ixy  f{p,  q,  r) 


0. 


Or, 


fip,  q,  r)  .-  'iiqrx^  -f-  %nrpy^  +  'iiipqz^ 


est  homogène  et  du  premier  degré  en  ccj,  y^,  s,.  Le  lieu  cherché  est  donc  un  cône  du  troisième 
degré  ayant  son  sommet  au  point  0.  Il  était  évident  géométriquement  d'après  les  propriétés  d'homothétie 
déjà  remarquées,  que  le  lieu  devait  être  un  cône. 

Cette  équation  parait  malaisée  à  discuter  complètement  eu  général;  elle  se  simplifie  notablement 
dans  le  cas  particulier  où  les  axes  sont  rectangulaires  (c'est  ce  qui  arrive  lorsque  les  axes  de 
l'ellipsoïde  E  et  du  cône  Q  sont  parallèles).  On  a  alors  a.  —  <^  =  -(  =z  {)  et  l'équatiou  devient,  eu 
posant    /"(p,  </,  r)  :^  P, 

P''  —  {l'^x\  +  inhj\  -t-  n'^zfjP  —  "'llinnXiy^Zi  —  0. 

Si  l'une  des  trois  quantités  p,  ç,  /•  est  nulle,  le  cône  se  décompose  eu  un  cône  du  second  degré 
et  un  plan  (l'un  des  plans  de  coordonnées).  C'est  ce  qui  arrive  aussi  d'ailleurs  dans  le  cas  général;  cela 
résulte  do  ce  fait  que  toutes  les  droites  situées  dans  les  plans  de  coordonnées  choisis  sont  des  droites  D  ; 
pour  ces  plans,  la  conique  G-  est  indéterminée;  il  en  est  de  même  d'ailleurs  pour  le  plan  de  l'infini. 
De  môme  toutes  les  droites  issues  de  l'origine  ou  parallèles  à  l'un  des  axes  de  coordonnées  sont  des 
droites  D.  Cela  résulte  immédiatement  des  propriétés  qu'a  la  courbe  G  d'être  tangente  à  quatre  plans 
fixes  et  le  cône  de  sommet  w  de  passer  par  quatre  points  fixes  (dont  trois  à  l'iufiui). 

Ou  pourrait  facilement  l'aire  une  discussion  complète  de  ce  cas  particulier;  mais  je  ne  m'y  arièle 
pas.  Je  préfère  indiquer  comment  on  trouverait  le  lieu  des  points  a>  tels  i[ue  le  cône  correspondant 
soit  de  révolution. 

11  faut,  pour  cela,  écrire  qu'il  est  bitangentau  côue  isotrope;  c'est-à-diio  qu'il  existe  un  nombre  À 
tel  que  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  du  discriminant  de  la  forme 

l\x,  y,  z)  H-  ^[x,  y,  z) 

soient  nuls.  Ce  nombre  X  vérifie  les  relations  : 


X»  =  (aX  -  /x,)«, 
X»  =  ((3X  -  m//,)*, 
X»  =r  (yX  -  nz,y; 


X(aX  —  /x,)  =  ^^X  —  »ny,)(yX  —  H  2,). 
X(f5X  -  my,)=  (yX  -  n-,)(«X  -  /x,), 
X(yX  —  7iz,)  r-  (aX  —  /a;,)(pX    —  my,). 


Le  premier  groupe  do  relations  donne,   en  désignant  par  s,  e'.  e"  des  nombres   égaux      à 
ou  à     —  1  : 

/     eX     =:  aX  —  l.i\. 
l     t'X   =  pX  —  »ii/,, 
(     s"X  =  Y^  —  w-f 
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Le  second  groupe  de  relations  donne  entre  les  e  la  seule  relation  : 

ee  e     =:  1. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  des  quatre  droites 

/a:,  my,  nZy  /e  =  ±  I         e'  =  r^  1 


c 


—  e'        Y  —    e"  \  ee'e"  =   4-1  / 

Emile  BoREL. 
élève  sortant  de  l'École  Normale  Supérieure. 
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SECONDE  SOLUTION  (*) 

Traitons  d'abord  un  problème  plus  général.  Soient  E,  S  deux  quadriques  quelconques  et  un  point  P; 

E=:0,  S=0,  P=0 

leurs  équations  en  coordonnées  tangentielles  (les  coordonnées  rectilignes  correspondantes  étant 
reclaugulaires). 

L'équation  E  +  ;/.P»  =  0  (Q) 

représente  le  faisceau  des  quadriques  circonscrites  à  la  quadriquc  E  le  long  de  la  courbe  de  contact 
du  côue  circonscrit  à  E,  ayant  le  point  P  pour  sommet.  En  donnant  à  \j.  une  valeur  particulière, 
l'équation  précédents  définit  une  quadrique  détermiuée  Q. 

Une  quadrique  quelconque  S  inscrite  dansladéveloppable  enveloppe  des  plans  tangents  communs 
aux  deux  quadriques   E,  S   a  pour  équation 

E  4-  XS  =  0.  (2) 

Considérons  la  quadrique  2'  inscrite  dans  la  développable  (Q.  S)  et  représentée  par  l'équation 

E  -H  aP*  -t-  XS  ==  0,  (2') 

X  ayant  la  même  valeur  que  dans  l'équation  précédente.  Les  deux  quadriques  2  et  2'  sont  circonscrites, 
la  courbe  de  contact  étant  la  trace  d'un  cône  circonscrit  ayant  le  point   1*   pour  sommet. 

Considérons  un  plan  11  que  nous  prendrons  pour  plan  des  xy   et  un  point    H    quelconque  ayant 
pour  équation 

aw  -I-  ^V  4-  Y"^  +  S  =  0.  (1) 

L'équation  de  la    courbe  d'intersection  par  le  plan   FI    du  cône  de  sommet    H    circonscrit  à  une 
surface  quelconque  représentée  par  l'équation 

F(w,  V,  w;)  =  0  (2) 

s'obtient  en  éliminant  w  entre  les  équations  (1)  et  (2);  en  d'autres  termes  cette  courbe  a  pour  équation 

tangenlielle,  dans  le  plan  n, 

/                   au  4-   fir  4-  o\ 
Fit/,  V, I  =  0. 

(*)  Voir  l'éDODcé  et  une  première  aolution  à  la  paf^e  6  du  dernier  numéro. 
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En  particulier,  en  appliquant  ce  résultat  à  la  quadrique  S',  on  obtient 

e  ■+-  [j.p^  +  Is  =  0, 

où  e,  p,  s  désignent  respectivement  ce  que   deviennent    E,  P,  S    quand    on   y   remplace   w  par 

au  +  Qv  +  0 


Y 
En  outre,  les  équations 

e  =  0,      jo  =  0,      s  =  0,       e  +  ;jL/j*  =  0,      e  -h  Is  =  0 

représentent  les  traces  sur  le  plan  II  des  différents  cônes  de  sommet  H  circonscrits  respectivement 

aux  quadriques 

E,       P,       S,       E  +  M.P%       E  ^  XS. 

Nous  poserons  e  +  ^xp^  ^^9»      e  +  Xs  ^  g,       e  +  [j-p"^  +  as  ^  ç'. 

On  voit  que  les  coniques  <s,  a',  respectivement  inscrites  dans  les  quadrilatères  circonscrits  aux 
coniques    (e,  s),  (q,  s)   sont  bitangentes,  les  tangentes  communes  étant  menées  du  point  jy. 

Pour  appliquer  ce  qui  précède  au  problème  du  concours  général,  nous  prendrons  pour  E,  Q  et  P 
les  deux  quadriques  et  le  point  donné.  S  sera  remplacée  par  le  cercle  de  l'infini,  de  sorte  que 

S  ^  u^  +  v^  ■+-  w'^. 

Alors  S,  représenté  par  E  +  àS  =  0, 

est  une  quadrique  homofocale  à  E  ;    1]',  définie  par 

E  +  [jiP^  +  XS  =  0, 
est  une  quadrique  homofocale  à  Q.  Pour  une  même  valeur  de  X,  ^  et  2i'  sont  circonscrites  le  long  de  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  2  et  de  sommet  P. 

Si  nous  considérons  en  particulier  les  trois  focales  de  Q,  il  leur  correspond  trois  hoinofocales  do 
E,  qui  les  admettent  comme  courbes  de  contact  de  cônes  circonscrits  de  sommet  P. 

Si  nous  prenons  maintenant  un  point  H  et  si  nous  considérons  les  traces  des  cônes  de  sommet  H 
circonscrits  aux  quadriques  L'  sur  le  plan  n,  les  équations  tangeutielles  de  ces  courbes  seront 

e   -+-   li-p"    -f-    XS    rrr    0, 
oïl  S    :=    W^    +   V""    +    ^ !- • 

Pour  que  ces  coniques  soient  homofocales,  il  faut  et  il  su  Hit  que  l'on  ait 

et  par  suite  a  :=  0,  p  ^  0,  (on  suppose  d'ailleurs  y  7^  0,  le  point  H  n'étant  pas  dans  le  plan  II  i.  Il  en 
résulte  que  l'équation  de  H  est  w  =  0;  c'est  donc  le  point  à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire 
au  plan  FI.  Par  suite,  si  l'on  effectue  sur  un  plan  quelconque  dos  projections  orthogonales,  on  obtient 
des  coniques  homofocales,  et  ce  sont  les  seules  projections  (jui  donnent  ce  résultat. 

Ceci  a  lieu,  en  particulier,  pour  les  plans  principaux  de  la  ([uadrique  E;  parn)i  les  coniques 
homofocales  trouvées  se  trouvent  les  projections  des  trois  focales  iK-  Q. 

Il  reste  à  trouver  le  lieu  des  foyers  des  c()ni([uos   e  -t-  a//-,    (luand  a  varie.  Or  les  deux  coniiiues 

e  -\-  X.v,    e  -f-  X.s"  +  [;i/>*    sont  bitangentes  aux  jjoints  de  contact  des  tangentes  menées  ilo  p;   parmi  les 

coniques  homofocales  de  g  je  considère  les  foversclo  cette  conuiue.  11  existe  uni>  hoinofoi-alo  de  .<  pour 

lacjuelle  ces  foyers  sont  les  points  do  contact  des  tangentes  issues  de  p.   Il  en  résulle  que  le  lien  dos 

foyers  do  q  est  le  mémo  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  p  aux  homofocales 

de  e.  Or  on  sait  que  ce  lieu  est  une  strophoïde,  dont  les  tangentes  au  point  double  sont  les  tangentes 

aux  deux  homofocales  de  c  qui  y  passent. 

(Camille  Rbch.  à  Nancy. t 
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THOISIKME    SOLUTION 

Soient  (a,  [5,  y)  l«'s  coordonnées  du  point  donné  A.  L'équation  de  Q  est 

X-       y*       z-       ,       ,  fax       8y       yz       .\'^       ^ 
a-        A*         r»  \r/2        6«         r'^  / 

les  axes  étant  les  axes  de  symétrie  de  l'ellipsoïde  donné  E. 

Les  équations  des  focaUs  de  C(;ttc  quadrique  s'obtiennent  en  écrivant  (jue  l'équation 

f:x,  y,  z,  /)  =  _  +  -ï-,  +  -  -  I  +  X  (-  +  '^  +  f:7-  1)-  A^-r.  -  cc.Y  +  (y  -  y;,^  +  {z  -  z,Y]  =  0 

représente  un  système  de  deux  plans,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  quatre  plans 

/■;  =  0,     /■;  -  0.     /  :  =.  o,     /•;  =  o 

passent  par  une  même  droite. 

Si  Ion  pose  ^  +  1^+-* i=P, 

^  a*        b""        c' 

les  équations  de  ces  quatre  plans  peuvent  s'écrire  : 

_  XPa  -H  [xa^Xo  _  XPp  -H  [/6*.?/o  ^  _  APy  +  -jlC'^o 

'^  —  : —  '  V  —  7^ ; —  '  -^  — •   1 —  ' 

lj.a'  -  1  ''  'j.b^  —  1  fxc*  -  1 

,      1  +  XP 

-i'^o  +  yj/o  -+-  --"o  =  •'■:,  +  î/5  +  -nH 

Eu  coupant  ces  quatre  plans  par  un  plan  défini  par  l'équation 

XP    r-   V. 

on  iloit  ol)lenir  quatre  droites  concourantes,  et  cela  quel  que  soit  v,  et  cette  condition  est  évidemment 
suflisante.  Ku  d'autres  termes,  exprimons  que  les  équations 

_  av  +  [j-a^Xf,  _  (îv  -f-  yMyQ  y''  "^  y-C^^o 

2  0  2  ^     +    ^ 

x-^o  +  ?y.'/o  +  zzç,  =  x^  +  yô  -h  zo  H . 

[A 
XI»    ^    V 

sont  compatibles,  quel  que  soit  v.  Ou  obtient  immédiatement  : 

ij.a^xf)  'J-b'^t^i  yC'^^O  2  2  2  * 


ua«  —  1        ab^  —  1        <j.c''  —  1 


1         ,  1 

U-  '1. 


ro  +?/o  +  "-0  +  -•  (1) 

-1=0,  (2) 


a«(|xa«  -  1)       b'^yi.b''  —  1)       c*([jic'^  -  1)       X 
Par  suite  les  focales  cherchées  sont  définies  par  les  équations 

.X»  y*  z 


^  ■  ^  -  '  =  0 .  (3) 


a'-' 

-r 

/,-  -  ^ 

-r 

1 

IJ. 

<J. 

[J. 

OLX 

+ 

i-u 

-t- 

"'  -j 

a.-i 

6'-'- 

C.-1 

U. 

K 

\h 

-1=0,  (4) 


-  1  -  0,  (5) 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1892  23 


dans  lesquelles  y.  est  l'une  des  trois  racines  de  l'équation 

(6) 


a«                   8^                    y" 

a^         ft2         .-2 

1_  L.  _|_  J_   - 

a'^       b^       e 

1 

1     '                 1     '                 1  "" 
a^  _  -         fr' c^  -  - 

[J.                             u.                            [J. 

A 

Or  les  coordonnées  du  centre  de  la  quadriqae  Q  sont  données  par  les  équations 

a;  +  XaP  =  0 , 

y   4-  ÀfiP  =  0  , 

z  4-  XyP  ==  0  . 

a       s        Y 
En  multipliant  par     -  ■  t.  '    —     et  ajoutant,  on  obtient 


a^     6'^     c^ 


P  +  1  +  XP  f-'  +  £  -H  ^'\  =  0 


d'où  XP  =  - 

et  par  suite  les  coordonnées  de  ce  centre  sont 

a 
X  —    — 


a*       b        & 
1 

—    -I- h  —    4-  - 

a*       6^^       (••■^       X 


fta  2  1  ^  «2  32  -^  I  -  a'^  ft»  y'  1 

__     J _|_     J _1_     _  _1_     1 _1_     _! _L_      _  _|_     J _!_      _! _|_     _ 

a""        6*        c'^        >  a*        b-'        c'        X  a'^        ô''         c'        X 

Cela  posé,  léquation  (i)  représente,  pour  chaque  valeur  de  <j.,  une  quadrique  homofocale  à  l'ellip- 
soïde E;  le  plan  polaire  du  point  A  est  représenté  par  l'équation  (3),  et  l'équation  (61  exprime  que  ce 
plan  passe  par  le  centre  de  la  quadrique  Q.  Enfin  les  équations  (4)  et  (ô)  représentent  les  coniques 
(Qi.  ^1)5  (Qa»  JP2)»  (Qs'  P3)  quand  on  y  remplace  [j.  par  les  racines  (Xj,  a,,  uj  de  l'équation  (0).  et 
ces  coniques  sont,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  précisément  les  focales  des  quadriques  Q,.  Q,, 
Q3.  Les  deux  premières  parties  sont  donc  établies. 
Considérons  maintenant  la  conique  C, 

(Qi)       —^  +  — ^  +  -A-  -  1  -  0, 

a^ 6«  -  — 

Pour  que  la  droite  représentée  par  les  équations 

P,  -■-  0,  (5) 

ux  4-  Vji  +  irz  —   {     -  0  {1\ 

soit  tangente  à  celte  conique,   il   i'aut  et  il  sullit  i[ue  les   jjlans  taugenis   menés  par  cotte  droite  à   la 

quadrique  Qj  soient  confondus. 

1  1  1 

Désignons  pour  un  instant       a-  -    — .     />* -,     c* par  A,  R,  C.  L'équation  d'un  plan 

."•1  t^i  \^\ 

passant  par  la  droite  donnée  étant 

Am  ■+■  Xa  Rt'  4-  Xê  Cw  h-  Xy  .        - 

Â(m)  ^ -^  BâTTr" -"  ûF^nT) -■  -  •  =  <*•  <»' 

la  condition  pour  que  ce  plan  soit  tani;ont  à  la  ([uadrique  Oi  t?st 

1  1  i 

-  (Au  4-  Xa;'^    -H  5  (Ru  4-  \^Y  4-  -  (Cw  4-  Xy)»  -  (1    -t-  X)*  =  0. 
A  i3  Cl 


„. -1 

6.-1 

1 

V-\ 

1^1 

:-^i 

a.X 

-1- 

py 

■+■ 

Y- 

«.-1 

b^-± 

..-  1 

f^i 

y-i 

M-i 

:î(5  REMARQUES  SUR  LE  PROBLÈME  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

Ecrivons  (juo  cotte  équation  a  ses  racines  égales,  ce  (jui  donne 

[(«■  - 1)"' *  (*' -  y^' ^  ('*  -  ^)''''-']r;;7T + ;7T  ^  _;:7T- '1 -''"^^'■"^"■-'>'="- 

L'équation  tangjontielle  de  la  projection  de  C,  sur  le  plan  des  œy  s'en  déduit  aisément,  car  si  la 

droite  définie  par  les  équations 

P,  —  0,  ux  4-  vi/  —  1=0 

est  tangente  à  la  conique  G,,  elle  est  aussi  tangente  à  sa  protection  sur  le  plan  des  xy  ;  il  suffit  donc 
de  remplacer  iv  par  zéro  dans  l'équation  précédente,  ce  qui  donne 

(•■-,;,)--('-;>-fe*,;^%7fT-'l 

En  posant,  pour  abréger, 

a-  fi»  y'^ 

a* h^ c- 

."■1  P'i  y-i 

cette  équation  devient 

(a»M«  -+■  6«i;*  -  1)K  -  (au  +  pr  -  1  )^ (ri'  +  v»)  =  0, 

ce  qui  prouve  que  la  projection  de  G,  est  homofocale  à  la  conique  V  définie  par  l'équation 


{au  +  [îr  -  1)«  =  0. 


(a*u^  +  b'r^  -  1)K  -  (au  +  pu  -  1)^  =  0.  (9) 

4-  ■—+  - 


Il  enseraitderaêrne  pour  lesconiquesCjetC,;  carondoitremarquerque  K  =  —  +  7—+-  — 1  +  ^ 


de  sorte  que  les  ])rojections  de  Cj,  G.^,  G.,  sont  homofocales  à    V. 

Le  lieu  des  foyeis  de  ces  projections  n'est  pas  autre  chose  que  le  lieu  des  foyers  des   coniques  F, 

quand  on  fait  varier  K.  On  sait  que  ce  lieu  est  une  strophoïde. 

Paul  Pages  ( Montpellier. ) 


REM\RQUES  SUR  LE  PROBLÈME  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1892) 


Les  deux  premières  parties  de  la  question  sont  des  conséquences  des  propriétés  de  deux  coniques 
C,  C  passant  par  deux  points  donnés  D,  I)'.  Si  on  les  coupe  par  un  sécante  A  de  direction  donnée, 
qui  rencontre  C  en  E  et  F,  C  en  E'  et  F'  et  DD'  on  M,  on  aura,  en  vertu  d'un  théorème  de 
Newton,     À  et  a     désignant  deux  constantes, 

ME  .MF     .  A.MD.MD'. 

ME'.MF' :-  u.MD.MD'. 

Supposons  que  la  conique  C  soit  une  conique  à  centre  et  que  C  ait  DD'  pour  diamètre  conjugué 
à  la  direction  A;  dans  ce  cas     ME'  =  —  MF',     et  par  suite 

ME. MF  =  -  '*'   .MË"'; 


donc  si     À  -»-  ./  =  0,  ME.MF  ^  ME' 


I 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE  27 


Alors  C  passe  par  les  points  de  contact  H,  H'  des  tangentes  à  la  conique  C,  qui  sont 
parallèles  à  A. 

Or  si  l'on  suppose  que  C  soit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  DD'  et  que  A  soit  perpendiculaire  à 
DD',  on  a  jj-  =  i  pour  le  cercle,  et  si  C  est  une  hyperbole  équilatère,  on  sait  que  p  désignant  la 
longueur  d'un  demi-diamètre,  le  demi-diamètre  perpendiculaire  a  pour  longueur  oi,  de  sorte  que 
l  =  —  ]  ;  on  a  donc  bien  À  +  [x  =  0,  ce  qui  démontre  la  proposition.  On  voit  bien  en  outre  que  si 
A  est  parallèle  à  un  diamètre  imaginaire  de  l'hyperbole,  les  points  H  et  H'  sont  réels,  et  par  suite  le 
cercle  et  l'hyperbole  auront  quatre  points  réels. 

La  quatrième  partie  peut  se  démontrer  comme  suit  : 

Menons  par  le  point  H  une  parallèle  HL  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole;  tirons  AH'  et  BH', 
puis  menons  HK  parallèle  à  AH'.  Les  cordes  AH  et  AH'  étant  supplémentaires,  font  des  angles  égaux 
^  avec  les  asymptotes;  par  suite 

AHL  =  LHK. 

En  second  lieu,   HB   étant  la  tangente  en  H  à  l'hyperbole,  on  a 
aussi 

BHL  =  LHÏT'; 

.   on  en  conclut  que  aHB  =  KHH'. 

H' 

Or  AHB  ==  BH'H,  KHH'  =  AH'H: 

les  angles  AH'H   et  BH'H   étant  égaux,  les  lignes   AH'   et   BH'  se 

confondent,  autrement  dit  AB  passe  par  le  point  H'. 

(P.  Baruahin,  professeur  au  lycée  de  Bordeaux.) 

Nous  n'avons  pas  reproduit  la  démonstration  de  la  troisième  partie,  qui  est  identique  à  celle  que  nous  avons  déjà 
publie'e. 

Faisons  une  transformation  homographique  de  la  figure  de  larou  que  les  deux  points  D  et  D' 
deviennent  les  points  cycliques  ;  les  deux  coniques  deviennent  des  cercles,  la  droite  de  l'infini  de  la 
première  figure  se  transforme  en  une  droite  de  la  deuxième  figure  qui  coupe  les  deux  cercles  en 
quatre  points  conjugués  harmoniques.  Mais  cette  droite  dans  la  première  figure  passe  par  le  pôle  de 
DD' par  rapporta  l'une  des  coniciues;  donc,  dans  la  deuxième  figure,  sa  transformée  passe  par  \c 
centre  d'un  des  cercles  ;  les  deux  cercles  sont  alors  orthogonaux,  la  première  et  la  quatrième  parties 
du  problème  sont  immédiates. 


ECOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE  (Concours  do  l8i)-2) 


189.  —  Oti  donne  dciuv  droites  nrlangu/dires  Ox,  Oy. 

On  prend  sur  Ox  un  point  A,  sur  Oy  un  point  B>  de  telle  sorte  que  OA    -  OB. 

0/)  considère  toutes  les  coniques  tivHjentes  en  A  '/  Ox  et  en  B  (/  Oy. 

On  demande  : 

/"  L'équation  générale  de  ces  coniques  ; 

2**  Le  lieu  de  leurs  sommets  ; 

■i"  Le  lieu  de  leurs  foyers.  (Ce  dernier  lieu  derra  être  détermine  par  In  yeométrie  et  par  le  calcul.) 
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h  L'é(iuatioQ  de  la  droite  AB  étant 

X  +  //  —  (1  =  0, 

l'équation  générale  des  coniques  considérées  sera 

/■(.r,  y)  r^  2Xa;.y  -+-  (;r  -+-  //  -  ay       0.  (1) 

"l"  Le  lieu  des  sommets  s'obtiendra  eu  éliminant   X   entre  l'équation  i^énérale  des  coniques  (I)  et 
l'équation  quadratique  des  axes,  qui  peut  s'écrire  ^puisque  A  =:  C) 

ou  {x  —  //)  [X(.r  +  y)  -h  %t  -h  y  —  a)]  =  0. 

On  voit  ainsi  que  l'un  des  axes  est  la  bissectrice  de  l'angle  xOy,  ce  qui  était  évident  par  raison  de 
symétrie;  cette  bissectrice  fait  donc  partie  du  lieu  des  sommets. 

Nous  aurons  le  lieu  des  sommets  situés  sur  l'autre  axe  en  éliminant  X   entre  l'équation  (1)  et 

l'équation 

}.{.r  -+-  //)  +  'i{x  -h  y  —  a)  =  0. 

On  obtient,  sans  dilliculté,  après  avoir  supprimé  le  facteur  a;  +  y  —  «correspondant  à  la  conique 
singulière  formée  i>ar  la  droite  double  AB,  l'écjuation  du  lieu 

{x  -  yY  -  a{x  +  y)  =  0, 

qui  représente  une  parabole  circonscrite  au  triangle  AOB  et  ayant  son  sommet  au  point  0. 

3"  Les  foyers  d'une  conique  représentée  par  l'équation  générale  (axes  rectangulaires)  son  t  les  points 
communs  aux  hyperboles  focales  définies  par  les  équations 

(k-c)f{x,y)  =  (^ /;:)'-  (.^ /■,;)', 

Dans  le  cas  présent  A  =  C;  par  suite  la  première  équation  se  décompose  en  deux,  savoir  : 

/■;  _  /•;  =.0       et       /;  4-  /•;  =  o, 

c'est-à-dire  x  —  y  =  0  et  l{x  +  y)  -h  '2{x  +  y  —  a)  =  0.  (2) 

La  première  représente  la  bissectrice  de  l'angle  xOy;    celte  droite  fait  donc  partie  du  lieu,  et  ce 
résultai  pouvait  se  prévoir,  car  nous  avons  vu  que  cette  droite  est  axe  des  coniques  (I). 
Il  reste  à  éliminer  X  entre  la  dernière  équation  et  l'équation 

ou  (X  +  i){2Xxy  +  P^)  -  {ly  -+-  P)(Xa-  +  P)  =  0, 

P  désignant    x  -h  y  —  a. 

Cette  équation  peut  encore  s'écrire 

(X«  -K  2X)x//  -H  XP*  -  XP(j;  -h  y)  =  0, 

ou.  en  divisant  par  / , 

(X  4-  2)  a-j/  -  a(x  -+■  y  -  a)  =  0.  (3) 

L'élimination  ne  présente  aucune  ditriculté,  car  on  tire  de  l'équation  (2) 

2a 

À  -H  2  _  

X  -\-  y 


I 
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et  en  remplaçant  dans  l'équation  (8),  on  a 

j/|  X''  +  If  -  a(x  +  y)  ^0, 

équation  qui  représente  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB. 

Solution  gkométhique.  —  Soient  F  et  F'  les  deux  foyers  de  la  conique 
(supposée  être  une  ellipse).  Menons  la  droite  FB  et  abaissons  de  F'  une 
perpendiculaire  sur  03  ;  ces  deux  droites  se  rencontrent  en  F".  Puisque 
OF"  =  OF'  =  OF,  le  triangle  FOF"  est  isocèle.  L'angle  FOF'  étant  droit,  il 
en  résulte  que  l'angle  OF"F  et  par  suite  l'angle  BF'O  =  4o°;  il  en  est  de 
même  de  son  égal  AF'O. 
L'angle  AF'B  est  donc  droit;  le  point  F'  appartient  au  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre, 
c'est-à-dire  que  le  lieu  des  foyers  est  le  cercle  décrit  sur  AB   comme  diamètre. 

PoYETON  (Jean-Marie),  élève  au  pensionnat  Saint-Louis  de  Saint-Étienne 
admis  le  premier  à  l'école  des  Mines. 

M.  le  capitaine  Barisien  a  obtenu  le  lieu  des  foyers  en  utilisant  les  coordonnées  polaires  : 

Soit  OF  =  /•,  0  ==  FÔA. 

On  sait  que  les  angles  BFO  et  OFA  sont  égaux.  Si   a   désigne  la  valeur  comn  uco  de  ces  deux 
angles,  nous  avons  dans  les  triangles   FOA  et  FOB, 

sin  a        siu  (a  -+-  0) 
a  r 

sin  a       cos  (ô  —  a) 


y 

f^ 

-X 

\ 

B 

^/\ 

\ 

a 

\, 

1 

J 

0 

a 

A 

a 


On  en  déduit 


sin  fa 


6)  =  cos  (0  —  x)  --sin  (a  -1-  -  —  0). 


c'est-à-dire 


ou 


a  +  0  =  5/.-:;:  -t-  a  -H  ^    —  0 

a  -t-  0  =  2kT.  -h  z   --   a  —  ^    -f-  0. 


ou    obtient   ainsi   la 


La  première  relation  donne  0   =  — h  k-,  c'est-à-dire  0  =:  -  ou  0  =^  -— 
'  4  4  4 

bissectrice  de  l'angle  ccOy. 

La  deuxième  relation  donne  a  —  --  -+-  k-z,  c'est-à-dire    a  --  7  ot  par  suite     r  =  a  (siu  0  -1-  cos  9): 

4  4  ^  ' 

c'est  l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB. 


COiMPOSANTES  TANGENTIELLE  ET  NORMALE  DE  LACCELEHATloN 


Soient  M   et  M'   les  positions  d'un  mobile  aux  époques   t  et   /  4-  A/ ,    et  soient    MA   of  M'A'  les 

vitesses  correspondantes,  que  nous  représenterons  par   v  et   v  -h  Ar. 

Menons  par  un  point  fixe  (juelcouque  0  des  droites   OB,  OC    respectivement  parallèles  et  égales  à 

(j  .  MA   et  M'A'    et  de  mêmes  sens.  Ou  appelle  accéléra  lion  au  temjis  t, 

K  BC 

la  limite  du  rapport        -      quand   A/    tend  vers  zéro.  D'une  niiinièn' 

o  +  ào  plus  précise,  si  l'on  mène  par  le   point    .M    une  droite    MI)    puallèle 

BC 
à   BC  et  de  même  sens  et  ayant  j)our  longueur    —  «  cette  droite  leud 
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vers  une  limite  représentée  en  i>raucleur  et  direction  par  MCf.  C'est  ce  segment  MG  qui  représente  en 
grandeur  et  direction  l'accélération  du  m"bile  en  M. 

Cela  posé,  si  l'on  prend  sur  OB  un  segment  OE  égal  a  OC  et  dirigé  dans  le  même  sens  que  OB, 

on  voit  que  BC  est  la  résultante  de   BE   et   EC  et  par  suite   —  est    la  résultante  de  —   et  de  — • 


Or 


BE 
Â7 


Au 


donc 


,.      BE       du 

lim  —  —  — 
M         dl 


En  secondlieu,  si  l'on  décrit  un  arc  de  cercleayantpourcentreO  etpourrayonOC, 


0 


B     E 


lim 


EC 

Â7 


lim 


arcEC 


lim 


{V  H-  At;)w 
M, 


(o  désignant  l'angle  intiniinent  petit  BOC. 

Mais  en  posant   arc  MM'    -  Ai-,    on  peut  écrire 


,    (i)  ,  Is  (o 

{V  4-  Ar  -,  =  {V  +  ^v)  —  X  —  » 
A^  M        As 


Ai- 


et  l'on  sait  que    lim— =  p,    p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  l'arc  AB  au  point  M;    —   a  d'ailleurs 
pour  limite  y,  donc  enfin 


lim 


EC  _  v' 

En  outre,  la  direction  de  EC  a  pour  limite  la  normale  principale  en  M  ;  par  conséquent,  si  l'on  porte 
sur  la  tangente  en  M,  dans  le  sens  du  mouvement,  une  longueur  j'  égale  à 

dv  .  ,••,,,,  .„       *'" 

—    et  sur  la  normale  principale  en  M  une  longueur  j   —  —  ,    cette  longueur 

ut  p 

ayant  le  même  sens  que  le  rayon  de  courbure  en  M,  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  ces  deux  segments  est  l'accélération  totale  y. 
La  composaniey"  se  nomme  la  composante  tow^e«^ie//e,  et  j"  est  la  composante  normale. 
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210. 


ECOLE    CENTRALE 
Deuxième  session. 

Géométrie    analytique. 
On  donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  point  A  dont  les  coordonnées  sont  p  et  q.  Par  ce  point 


on  fait   passer  deux  cercles,  dont  l'un  a  pour  centre  l'origine  et  l'autre  un   point  G  de  l'axe  des  x   dont 

l'abscisse  est  a. 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DAE,  PAG  ayant  une 
longueur  commune  donnée  2/  (les  points  D  et. F  sont  sur  l'une  des 
circonférences  ;  et  les  points  E  et  G  sont  sur  l'autre). 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  sécantes  DAE,  FAG  avec  l'axe  des 
y  et  la  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le  point  C. 

2"  Si  l'on  assujettit  une  des  coniques  A  à  passer  par  un  point  P 
du  plan,  reconnaître  le  genre  de  celle  conique  d'après  la  position  du 
point  P. 

3°  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A. 
4°  En  faisant  varier  /,  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  cordes   DF,  EG. 

(10  octobre,  de  7  h.  1/2  à  H  h.  l/'i.) 
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Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  côtés  d'un  triangle  et  la  surface  de  ce  triangle,  connaissant  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et 
deux  angles  A,  B. 

r  —  347°>,5432,  A  =  102°  25'  43",  7,  B  =  42"  37  24",  o. 


(10  octobre,  de  2  h.  i/i  à  i  h..j 


Géométrie  descriptive. 


211.  —  On  donne  une  sphère  pleine,  on  la  coupe  par  un  cylindre,  on  enlève  de  la  sphère  la  partie  qui 
est  dans  l'intérieur  du  cylindre,  on  demande  de  représenter  par  ses  projectious 
la  sphère  solide  dans  laquelle  on  a  pratiqué  ainsi  une  entaille  cylindrique. 

Le  centre  de  la  sphère  est  projeté  en  o,  o'  ;  les  points  o  et  o'  sont  à  0",102 
de  la  ligne  de  terre  et  la  droite  oo'  est  au  milieu  de  la  feuille;  le  rayon  de  la 
sphère  a  0'°,092  de  longueur. 

La  surface  cylindrique  de  l'entaille  est  engendrée  par  la  droite  iab,  dtf) 
qui  tourne  autour  de  l'axe  (crf,    c'd').    On  a    ou  —  O^'jOôl,    ob  =od—  0'",03l. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer  : 

1°  Un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point; 

2°  Les  points  situés  sur  les  contours  apparents  de  la  sphère  et  du  cylindre; 

3°  Le  point  le  plus  haut  en  projection  verticale  ; 

4°  Le  point  le  plus  à  droite  en  projection  verticale. 

Titre  extérieur  :        Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :        Sphère  entaillée  par  un  cylindre. 

Les  titres,  en  lettres  dessinées,  sont  de  rigueur. 
Le  cadre  a  o^.ib  sur  0"',27.  La  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  cot(5s  du  cadre  et  à  o™,205  du  petit  côté  inférieur. 


(H  octobre,  de  7  h.  1/2  a  II  h.  1/i) 


Physique  et  chimie. 


M 


N  > 


M^r 


l.  —  212.  —  Deux  vases  A  et  B,  d'une  profondeur  de  6"°,  sont  réunis  par  un  tube  MNP  de  grande  longueur 

rempli  de  mercure;  les  ouvertures  MN  sont  dans  un  même  plan 
horizontal. 

Ou  verse  dans  le  vase  A  de  l'eau,  jusqu'à  ce  qu'il  en  soit 
complètement  rempli;  l'eau  refoule  le  mercure  du  tube  en  M' 
d'un  côté,  en  îs'  de  l'autre. 

On  demande  d'évaluer  la  distance  h  des  niveaux  M'N',  sachant 

que  le  rapport  o-  Jes  sections  du  tube  MNP  et  du  vase  B  est  égal  à 

{ 

TTT-    et  que  la  densité  du  mercure  est  13,59. 

IL  —  Un  rayon  de  lumière  jaune  lombe,  sous  une  incidence 
t,  de  l'air  sur  la  surface  plane  de  séparation  de  l'air  et  d'un  milieu 
M  dont  l'indice  de  n'fruction  relatif  à  l'air  est  m. 

On  demande  d'expliquer  la  construction  d'Huyglit-ns  permet- 
tant de  trouver  la  position  du   rayon  réfracté. 

III.  —  De  l'eau  oxygénée. 

IV.  —  Établir,  à  l'aide  de  l'eudiomètre  à  mercure,  la  composition  du  gaz  des  marais. 


(//  octobre,  de  I  h.  I  i  à  i  h.  t/$). 


éi  QUESTIONS  PROPOSEES 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


"213.  -  Mtanl  tlonucs  un  ciMcle  et  deux  diainètres  rectaui^ulairos  AA',  BB'.  ou  preiul  un  point 
([uelcouque  C  sur  le  cercle  et  l'ou  mène  les  droites  BC,  B'C  qui  coupcut  AA'  eu  D  cl  E.  Par  ces  points 
on  mène  des  parallèles  ;\  BB'.  Lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  BC  et  B'C. 

(Alfred  Poi  II.LIAHT,  lycée  de  Clermont-Ferrand.l 

214.  —  A,.  A„,  A3  sont  trois  ilroiles  concourantes,  P, ,  1'.^  deux  points  lixes.  Une  droite  A, 
mobile  autour  de  Pj  rencontre  A,,  A.^  aux  points  M,,  M, -,  les  droites  P^Mj ,  P^M.^  coupent  A3 
eu   M|,  Ml.    Ou  deniantle  l'enveloppe  des  droites  MiMÔ,  MjjMi   et  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

(V°  F.  Pkime,  à  Bruxelles.) 

215.  —  On  considère  toutes  les  coniques  bitangeutes  à  uu  cercle  fixe,  passant  par  un  point  fixe 
et  d'excentricité  donnée.  Montrer  : 

1°  Que  le  lieu  de  leurs  centres  est  un  limaeon  de  Pascal; 

-1''  Que  leurs  axes  (ne  passant  pas  par  le  centre  du  cercle)  enveloppent  un  cercle  ; 

3''  Que  le  lieu  de  leurs  foyers  se  compose  d'un  ovale  de  Descartes  et  d'un  cercle  concentrique  au 

cercle  donné. 

(A.  Dt'H.\MEAUx,  lycée  d'Amiens.) 

216.  —  La  tangente  eu  uu  point  M  d'une  ellijjse  rencontre  les  tangentes  aux  sommets  du  grand 
axe  eu  deux  points  G,  D  que  l'on  joint  aux  foyers.  Le  point  M  se  déplaçant  sur  l'ellipse,  on  demande 
le  lieu  des  points  G,  H  en  lesquels  les  quatre  droites  obtenues  se  coupent; 

2°  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  de  G  et  de  H  par  rapport  à  l'ellipse  ; 
3"^  Chercher  l'enveloppe  de  GH  au  moyen  des  coordonnées  des  points  G,  H. 

(A.  HuGRON,  lycée  de  Nantes.) 

217.  —  Trouver  le  lieu  du  second  foyer  d'une  hyperbole  équilatère  dont  on  donne  un  point  et  un 

foyer. 

(Alfred  Barriol.) 

218.  —  On  donne  un  triangle  ABC;  on  joint  le  sommet  A  à  un  point  N  pris  sur  le  côté  opposé. 
Soit  M  le  milieu  de  AN.  On  mène  les  droites  BM  et  CM,  qui  rencontrent  respectivement  AG  et  AB  en 
P  et  Q.  Ou  demande  l'enveloppe  de  la  droite  PQ  lorsque  le  point  N  décrit  la  droite  BC. 

(J.  II.\is,  à  Pierres.) 

219.  —  On  donne  l'ellipse  (E)  ayant  pour  axes  2a,  2^.  On  mène  la  tangente  en  un  point  M  de 
cette  ellipse  et  l'on  détermine  le  point  P  où  elle  rencontre  le  ravon  de  l'ellipse  qui  est  perpendiculaire 
h  OM,  0  étant  le  centre  de  l'ellipse.  On  mène  ensuite  à  l'ellipse  une  tangente  dont  la  direction  est 
conjuguée  de  OM  par  rappoit  aux  axes.  Cette  tangente  rencontre  la  précédente  en  un  point  Q  et  le 
rayon    OM   en  un  point  R.  Trouver  les  lieux  des  points   P,  Q,  R   quand  M  parcourt  l'ellipse  (E). 

(J.  lUis.) 


Le  Hédacleur-Géranl  :     IL  VUIBERT. 


ytUi'  —  IMPKIMKIIIE   (HAIX.—    23286-'IO-b2. 


3"  Année.  N°  3.  Décembre  1892. 
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NOTE    SUR  LA  CONTINUITE 


Continuité  pour  une  valeur  donnée  de  x.  —  Ou  dit  qu'une  fonction,    /i.n,  Lien  définie 
dausuu  intervalle   (a,b),  osl  continue  pour  une  valeur  a?o  de  x  appartenant  à  cet  intervalle,  lorsque, 

pour  tout  nombre  positif  s,  il  existe  uu  autre  nombre  posi- 
-^ '^ 3^ — '-^ 1 tif  r,,   tel  que  l'inégalité 

I  fix,,  +  h)  -  /U'o)   I  <  î 

ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  h  qui  vérilient  l'inégalité 

\h\  <  r,. 

En  d'autres  termes,  l'accroissement  de  lu  fonction  doit  tendre  vers  0,  quand  l'accroissement  de  lu 
variable  tend  vers  0  d'une  façon  quelconque;  on  peut  dire  aussi  que  l'accroissement  de  lu  fonction 
doit  être  un  infiniment  petit  en  même  temps  que  celui  de  la  variable. 

Dans  la  pratique,  lorsqu'on  clierche  à  résoudre  l'inégalité 

\f{x,  +  h)  -  /\Xo)\  <  £, 

ou  mieux  lorsqu'on  cherche  le  nombre  positif  t]  au  dessous  duquel  |/j|  doit  être  pris  pour  entraîner 
cette  inégalité,  on  ne  cherche  pas  le  plus  grand  des  nombre?  -r^  au-dessous  duquel  l'inégalité  imposée 
a  lieu,  mais  bien  un  quelconque  des  nombres  positifs  inférieurs  à  celui-là,  et  l'on  profite  de  cette 
indétermination  pour  imposer,  dans  chaque  cas,  à  \h\  une  limite  supérieure  qui  permette  de  simplifier 
considérablement  la  question.  En  particulier,  le  nombre  -t]  doit  être  choisi  assez  petit  pour  que 
l'intervalle  (x^— ri,  x^+r^)  ne  sorte  pas  de  l'intervalle  (a,  h),  où  la  fonction  est  définie.  Ceci  ne  peut 
être  réalisé  pour  aucune  des  valeurs  x  =^  a  et  a;  =  h,  puisqu'on  ces  points  h  ne  peut  prendre  (|ue  tlos 
valeurs  positives  ou  des  valeurs  négatives;  mais  si,  pour  x  —  a,  il  existe  un  nombre  positif  r,.  tel  que 
les  valeurs  [)ositives  de  h  inférieures  à  -rj  rendent  |/'(.ro  -\-  h)  —  fix^)\  inférieure  à  un  nombre  positif;, 
arbitrairemeut  choisi,  on  dit  que  la  fonction  f{x)  est  continue  à  droite  pour  x  =  a;  de  même,  si,  pour 
X  —  b,  il  existe  un  nombre  positif  yj  tel  que  les  valeurs  négatives  de  //  plus  petites  que  t,,  eu  valeur 
absolue,  rendent  |  /'(Xo  -h  h)  —  [{x^)  \  inférieure  à  un  nombre  i)ositif  £,  urbitrairtMnent  choisi,  on  tlit 
que  lu  fonction  /'(./•)    est  continue  à  gauche  pour  x  --  b. 


Exemple.  —  La  fonction    f\x)  —  +  \/ x{\  —  x)     n'est  définie  que  dans  l'intervalle     (0,  1). 

Elle  est  continue  pour  toute  valeur  de  .c,  autre  que  0  et  i .  et  appartenant  i*i  cet  intervalle.  En 
elfct,  pour  toutes  ces  valeurs,  .t(1  —  x)  est  continue,  non  nulle  et  positive;  soit  ilonc  .j\,  l'une  de  ces 
valeurs  de  x,  et  «  le  nombre  .«„(!  —  Xo)  ;  si  l'on  tienne  il  .r  l'accroissement  //,  la  fonction  a\\.  —  x) 
deviendra   a    h  k  ,    k  désigiiunt  l'accroissemenl  de  cette  fonction;  on  aura  donc 

/'(.i-„  +  h)  -  l'{x„)  -  \Ui  -t-'k  -  \  a. 

0"  /"(.r»  +  h)  -  /'(.r,)  -^     : . 

y  a  -h  k  -f-  \/a 

Puisque  la  fonction  x\[  —  x)   est  continue,  ot  iiuo  le  nombre  positif  a   n'osl  pus  nul,  il  existe  uu 


34  NOTK  SUH  LA  UO.MINUITI': 


a 
nombre  positif  y,,  ,    toi  que     |  /j  |  <  y,,     entraîne     |  A"  |  <   .     (on    j)Ourrail    prendre,    pour    faire    le 

raisonnement,   toute    autre   fraction  du  noml)re  positif  a  );  alors,  i)our  ces  valeurs  de    h,    \  a  +  k  \ 

est  sûrement  plus  i:ranii  (\\\c      ,  ,    et  1  on  a 

\  f{Xo-h  h)  -  f{Xo)  I  <  — r =  — =  —^  . 

eu  désignant  par  A  le  nombre  positif    i /-  (1  +  \/2).     Or,  pour  rendre     |  /(.r,,  4-  h)  —  /'(.r„)  |     plus 

petit  (lu'un  nombre  i)ositif  quelconque,  e,   il  sullit  de  prendre     — —    plus  petit  que  c,  ou    |  A-  |  <  As, 

et  ceci  a  lieu  dès  (jne  1  h  \  est  moindre  qu'un  certain  nombre  positif  yi.^,  puisque  la  fouctiou  x{\—x) 
est  continue. 

Il  sullit  maintenant  de  prendre  pour  y,  le  plus  petit  des  nombres  yji,  y,^,  Xq  —  0,  1  —  x^.  pour 
être  assuré  que  |  fix^  +  //)  —  /'(>ro)  I  t'St  définie  et  moindre  que  e,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  qui 
vérifient  l'inégalité     |  /'  |  <  '^\-     Doue  la  fonction     f{x)  —  \/x[\  —  x)     est  continue  pour    x  =-  Xq. 

Elle  est  continue  à  droite  pour  x  =  0  ;  car  si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  h,  positif  et 
inférieur  à    \  ,    l'accroissement  de   f{x)   est 


f\h)  -  /(O)  =  ^/h{\  -  h), 

et,  pour  rendre  cet  accroissement  plus  petit  qu'un  nombre  positif  et  quelconque,  e,   il  sullit  de  rendre 
h{[  -  h)  <  t\     ou     //  <  £-. 

On  verrait  de  même  que  la  fonction  est  continue  à  ébauche  pour    x  =  \. 

Continuité  dans  un  intervalle.  —  PiŒMiÈRE  ufiiNiTiON.  —  Ou  dit  qu'une  fonction,  f{x),  bien 
définie  dans  un  intervalle  (a,  b),  est  continue  dan<i  cet  intervalle,  lorsqu'elle  est  continue  pour  toute 
valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  et  continue  à  droite  pour   x  =  a,    a  gauche   pour   x  =  b. 


Exemples.   —  La   fonction     \/x{i  —  x)    est  continue  dans  l'intervalle     (0,   1).     Les  fouctious 

\ 

ax"^  +  2bx  +  c,     a-",     sin  x,     etc.,  sont  continues  dans  tout  intervalle.  Les  fonctions ,  lo£r„a\ 

a;  —  1         ' 

ue  sont  pas  continues  dans  l'intcrva  lie  (0,  1  j  ;  mais  la  première  est  continue  dans  tout  intervalle  tel 

que     (0,  1  —  e),     et  la  seconde,  dans  tout  intervalle  tel  que    U,  1),   si  petit  que  soit  choisi  le  nombre 

positif  e. 

Deuxième  KKKiNrnoN.  —  On  dit  ([u'une  fonction,  /\x),  bien  délliiie  dans  un  intervalle  (a,  b),  est 
continuf  dans  cet  inlcrva/le,  si  l'on  peut  faire  correspondre  à  tout  nombre  positif  e  un  autre  nombre 
positif,    Y,,    tel  que,  pour  tous  les  couples  de  valeurs    de    x   et  x'   appartenant  à  l'intervalle  (a,  b)  et 

Tcriliaut  l'inégalité 

\  X  —  x'  \  <  r,^ 

on  ait  I  f{x)  —  f{x')  \  <  e. 

La  limite  supérieure  de  |  f(x)  —  f[x']  \  dans  un  intervalb;  déterminé  (a,  (î)  se  nomme  V  oscillât  ion 
de  la  fonction  dans  cet  intervalle. 

Nous  dirons  donc  que   la   fonction   fi-r)    est  continue  dans  l'intervalle    {<i,  b)   si  l'on  peut  faire 
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correspondre  à  tout  nombre  positif  s  un  autre  nombre  positif  ti,  tel  que  l'oscillatioa  de  la  fonction  soit 
moindre  que  e,  dans  tout  intervalle  moindre  en  étendue  que  y,  et  contenu  dans  (a,  b). 
Nous  allons  d'abord  montrer  que  la  deuxième  définition  entraîne  la  première. 
Pour  cela,  considérons  une  fonction  /'{xj  satisfaisant  à  la  seconde  définition  dans  1  intervalle  (a,  b), 
,  ,  et  soit   Xq   une  valeur  comprise  entre   a   et   b{a  <  x^  <.b). 

^ ' ^       ^      *3  Si  nous  appelons    •/)'   le  plus  petit  des  trois  nombres 

r,,  x^^  —  a,  b  —  ./■„ ,    nous   aurons    sûrement,    pour    toutes 
les  valeurs  de  x  véiifiant  l'inégalité     \  x  —  x„  \  <i  r,',  la  nouvelle  inégalité 

I  f{oc)  -  /\x,)  I  <  £  ; 

or,  dans  ces  inégalités,  e  est  un  nombre  positif  quelconque,  et  si  l'on  pose  a;  ==  cTo  +  h,  l'inégalité 
I  /«  I  <  Y,'    entraîne 

I  /■(  JCo  +  h)  -  /\Xo)  I  <  £. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  valeur    x  —  a,     nous  aurons  par  définition 

I  f{a  +  h)  -  fia)  |<  £, 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  h  inférieures  à  y,. 

La  fonction  est  donc  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b,  et  continue  à  droite 
pour  X  =  a.  Nous  verrions  de  même  qu'elle  est  continue  à  gauche  pour  x  =  b.  Elle  satisfait  doue 
entièrement  à  la  première  définition. 

Il  nous  reste  à  montrer  que  la  première  définition  entraine  la  seconde. 

Pour  cela,  nous  allons  d'abord  transformer  la  seconde  définition.  A  cet  elTet,  admettons  que  /'(.r) 
désigne  une  fonction  continue  au  second  sens  du  mot,  c'est-à-dire  telle  qu'on  puisse  faire  correspondre 
à  tout  nombre  positif,  s,  un  autre  nombre  positif,  y),  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  et  de  x' 
appirtenant  à  l'intervalle  donné  [a,  b)  et  vérifiant  l'inégalité  |  x  —  a;'  |  <  -^i,  on  ait  |  f{x)  —  /\x')  |  <  s; 

alors  si  nous  appelons    q    un  nombre  positif  quelconque, 

^ — " — • — ■ — • — ■ — • — • — • — ^ inférieur    à   'f\,    et    si     nous    considérons    les    intervalles 

(a,  a  4-  V)>    («  +  '^i'.    «  +  -V)' [rt  -f-  («  —  1)  Y,',  b], 

nous  aurons  partagé  l'intervalle  (a.  b)  en  n  intervalles  égaux  ou  inférieurs  à  y,'  (le  dernier  peut  être 
inférieur  à  -fi),  dans  chacun  desquels   l'oscillation   de  la  fonction  est  mointlre  que  s.  Nous  pouvons 

d'ailleurs  supposer  ces  intervalles  tous  égaux  :  ilsuilitde  poser  y,'  —  et     b  —  a  <  «y,  ;      nous 

pouvons  les  supposer  aussi  tous  inégaux  :  il  suffît  que  l'étendue  do  chacun  d'eux  soit  moindre  iiuo  y,. 
Réciproquement,  une  fonction,  f{x),  bien  dé(iiiie  dans  un  intervalle  (a,b),  sera  conlinueau  second 
sens  du  mot  dans  cet  intervalle  si,  pour  tout  nombre  positif  donné,  s,  il  existe  une  division  ûc  lintorvallo 
{a,  b)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  dans  chacun  desquels  l'oscillation  soit  moindre  que  £. 

En  effet,  soit  yj  l'étendue  du  plus  petit  de  ces  intervalles  ;  si  l'on  considère  deux  valeurs  île  l'inter- 
valle (a,  b),  X  et  x',  vérifiant  l'inégalité  |  x   -  .r'  |  <  y,, 

;^ ' -+: — p •  y  ^/  • ^ ou   bien   ces    deux   valeurs   appartiendront   au    même 

intervalle,  et  l'on  aura  |  f[x)  —  /\x')  |  <  e,  ou  bien  elles 
seront  dans  deux  intervalles  consécutifs,  et  alors,  on  appelant  -x  la  limite  commune  des  doux  intervalles, 
ou  a'nra 

I  /'(■'•)  -  /"(a)  I  <  e  et  I  /\«)  -  /\x')  I  <  e, 

a'ch  I  l\x)  -  l\y)  I  ^  2£  ; 

or,  £  étant  un  nombre  positif  ((uelconciue,  "2;  est  aussi  un  nombre  positif  iiuolcomiue,  et  l'on  voit  (pie, 
pour  tout  l'intervalle  {a,  b),  l'inégalité  |  .r  -  .r'  |  <  r,  entraine  l'inégalité  !  f[x)  -  /'(./')  |  <  ^e.  L» 
lonction  /^,^•)  est  donc  coniinue  ilans  l'intorvalli'    {a,  b\    an  socoud  sens  du  mot. 
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Cola  posé,  je  ilis  ((lie  si  uiio  fonction  /'^./'i,  bien  clctiuie  dans  un  intoivallo  {a,  b),  est  continue  pour 

toute  valeur  île  x  comprise  enire  a  et  b.  cl  continue  à  dioile  pour  a;  —  «,  à  gauche  pour  x  =  b,  elle 

est  continue  dans  l'intervalle   [d,  b),    au  second  sens  du  mot.  En  ellet,  si  cela  n'était  pas,  c'est  ([u'il  y 

aurait  au  moins  un  nombre  positif  déterminé,    e,    pour  leiiuel  la  division  de  l'intervalle   («,  b)   en 

intervalles  partiels,   dans  chacun    destiuels  l'oscillation  de  la    fonction  soit    moindre    que    e,    serait 

impossible.  C'onsidérons  alors  ce  nombre    £  ;    il  v  a  des  nombres  positifs  yj,  tels  que,  pour  les  valeurs 

e 
positives  de  //,   moindres  (jue   l'un  d'(;u.\,  on  ait    |  /(«  +  h)  —  /[a)  |  <  ^^  ;    soit  y,,  le  plus  grand  de 

tous;  alors  de  a  à  n  -+■  y,,  l'oscillation  de  la  fonction  est  moindre  que  e;  appelons  o,  le  nombre 
(i  4-  y  |.    Il  y  a  de  même  des  nombres  positifs  y^,  tels  que,  pour  les  valeurs  positives  de    h,    moindres 

que  l'un  il'eux.  on  ait  |  /'(a,  +  //)  —  /'(o,)  |  <  -  ;  soit  v,,,  le  plus  grand  de  tous  (*);  alors  dans  l'inter- 
valle [a^,  a,-f-r,.J  l'oscillation  de  la  fonction  est  moindre  que  £.  On  formera  de  même  des  intervalles 
(fl,,  fl, +  r,,),  . . .,  (a^.,  Ok-t-Y,fc+i),  . . .,  en  posant  toujours  a^  =  Ok-i  -h  Y,fc,  dans  lesquels  roscillatiou 
de  la   fonction  est  moindre  que  e.  Si  en  procédant  ainsi  on  Unissait  par  atteindre  ou  par  dépasser  le 

nombre    b,    la    division  de   l'intervalle  (a,  b)   en 


X-ii' 

;^ — ^j — ^ '^ ' — ^ — ^n!7~Y  T  intervalles  partiels,  dans  chacun  desquels  l'oscil- 
lation soit  moindre  que  s  ,  serait  possible,  ce 
qui  n'est  pas  admis  pour  le  nombre  s.  Donc  la  suite  des  nombres  a,  a^,  a.^,  . . .,  a^,  . . .  est  intinie 
et  croissante  et  a  pour  limite  un  nombre  X,  inférieur  ou  égal  à  6.  Mais,  pour  x  ^  X,  la  fonction  f{x) 
est  continue  au  moins  à  gauche;  donc  il  y  a  des  nombres  positifs  r/,  tels  que  pour  les  valeurs 
négatives  de  h   vérifiant  l'une  des  inégalités  —  h  </\',  on  ait 


1  /(X  +  /()  -  /•|X)  I    < 


soit  Y,'  l'un  quelc<Jiique  de  ces  nombres;  alors  dans  l'intervalle  (X  —  y,',  X)  l'oscillation  de  la  fonction 
est  moindre  que  s.  D'autre  part,  à  partir  d'un  certain  rang  p,  les  nombres  o^  tombent  dans  cet 
intervalle;  si  l'on  i)rend  deux  nombres  consécutifs  de  cette  suite,  Op,  «^,  +  i,  situés  dans  ce  nouvel 
intervalle,  on  ne  peut  pas  agrandir  l'intervalle  (op,  fl,,  +  i)  sans  que  l'oscillation  de  la  fonction  dépasse  £. 
La  contradiction  est  manifeste,  La  fonction  f{x),  continue  dans  l'intervalle  (a,  b)  au  premier  sens  du 
mot,  est  donc  aussi  continue  au  second  sens. 

Celte  démonstration  me  parait  nouvelle.  Il  y  a  déjà  plusieurs  années  que  je  la  donne  dans  mon 
enseignement,  et  il  m'a  i)aru  intéressant  de  la  publier. 

E.  HUMBERT, 

Prolesseur  de  Malhémaliques  spéciales  au  Lycée  Louis  k-Graiid. 

♦ 


(•)  On  peut  objecter  à  ce  raisonnement  qu'il  n'est  pas  sur  qu'il  existe  uu  nombre  plus  grand  que  tous  les  autres,  parmi 
les  r,  ;  mais  alors  ces  nombres  admettent  une  limite  supérieure,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  un  nombre  positif  r,,  supérieur  à  tous 
les  nombres  r,  et  tel  que  tous  les  nombres  moindres  que  lui  soient  des  nombres  r,  ;  pour  tous  ces  nombres  r,  on  a,  par 
exemple, 

I  Aa.  -I-  0  -  /(a,)  I  <  |; 

si  donc  r,  lend  vers  r,,  en  croissant,  la  diilercncc  |  fUim-  ',)  —  A''.)  I  a  une  limite  au  plus  égale  à  ;;  d'ailleurs  cette  limilc 
est  I  f[ii,  -f-  r,,)  —  fin,'  I  ,  car  f{fi,  +  r,)  tend  vers  f[a,  -+-  y,.),  puisque  la  fonction  f[.r)  est  continue  pour  x  —  fl,  -+■  r,„ 
Un  a  donc 

lA".    rOiJ  —  /■(«>)  t    ^ô' 
cl  le  raisonnement  se  fera  sans  aucune  mijdificaliou  en  se  servant  des  nouveaux  nombres    r,i,rn,  . ..,  r,^  ,  . . .,    cl  un 

aalrcignant  toutes  les  dilidrcnccs  telles  que  A"*-*-  ^J  —  /  ''*)  ^  "*^  P''^  dépasser  -• 
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173.  —  Un  cercle  C  eH  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'érjualion 

X»  4-  y2  _  2x  -  1  =  0. 

/"  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  coniques  A  qui  sont  doublement  tangentes  au  cercle  C  de 
telle  façon  que  la  corde  qui  Joint  les  deux  points  de  contact  passe  j)ar  l'origine  des  coordonnées,  et  qui  sont  en 
outre  tangentes  à  la  droite  D  aijant  pour  équation 

y  =  X  \/S  +  y/y. 

2°  Par  un  point  quelconque  M  duplan,  de  coordonnées  a,  |ï,  il  passe  en  général  deux  coniques  de  cette 
espèce  A',  A";  où  le  jwint  M  doit-il  se  ti^ouver  peur  que  ces  coniques  soient  réelles? 

3°  Les  deux  coniques  A',  A"  qui  passent  au  point  M  ont  trois  autres  points  connu  uns  M,,  if.,.  M,,  dont 
on  demande  de  calculer  les  coordonnées  en  fonction  des  coordonnées  a,  p  du  point  M. 

4"  Former  l'équation  de  l'hi/perbole  équilatcre  H  qui  passe  par  les  quatre  points  Mj.  ^f.,.  M;,,  M,  et  nwi}- 
Irer  que  cette  hyperbole  passe  par  quatre  points  fixes  quand  le  point  M  se  déplace. 

3"  Trouver  le  lieu  des  points  d' intersection  des  d(ux  coniques  A',  A"  et  l'enveloppe  de  leurs  sécantes  com- 
munes, lorsque  les  cordes  de  contact  de  ces  deux  coniques  avec  le  cercle  G  sont  perpendiculaires.  —  Quelle  est. 
dans  ce  même  cas,  l'espèce  des  coniques  k',  A"? 

N.-B.  —  On  prendra  pour  paramètre  variable  le  coefficient  angulaire  m  de  la  corde  de  contact  de  la  conique  A 
avec  le  cercle  C. 

1°  L'équation  générale  des  coniques  considérées  est  de  la  forme 

lix"^  +  7f  -  2x  -  \)  -+-  (y  —  mxY  =  0. 

Remplaçons  y  par   x\/'6  +■  \' ii  et  écrivons  que  l'équation  obtenue  en  x  a  une  racine  double:  nous 

en  déduisons 

\ 

'^^-  -  ^(à  +  m'). 

et  ))Tr  suite  les  coniques  A  onl   i)Our  équation 

(./■'-  +  //^  -  2.r  -  l)(3  -f-  m»)  -  2(//  -  mxr     --  0. 
Celte  équation,  ordonnée  par  rapport  à  m,  pieiul  la  forme 

(//«  -  x""  -  2.r  -  \)m-    I     \xym    ^  %r-  +  f  -  Or  -  8        0.  (I) 

2" Si  X  et  !i  sont  les  coordonnées  d'un  i)oinl  M  du  i)Ian,  cette  équation  en  m   aura  deux  solutions 

réelles  ou  imaginaires  conjuguées  w',  ///".  Les  coniques  A'  et  A"  correspondant  à  ces  racines  seront 

elles-mêmes  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  comme  ces  racines;  par  suite  eu  égalant  à  zéro  le  ilis- 

criminant  du  trinôme  ilu  second  degré  en   m,    on  aura  l'équatiou  de  la  séparatrice.  On  obtient  ainsi 

l'équation 

\x'if  -  eu»  4-  //^  -  ().r  -  :{)(//*  -  .r»  -  ±r  -  \)       0, 

qui  peut  i)rendre  les  formes  successives 

(.r»  +  //»  -  ^x  -  'l)(ar»  -I-  y'    -  il.r  -  8^-  ±v\:]x^  t-  //»  -  ().r  -  3)  -  Ir'y^  -  0, 
(.,.î  _H  ,/«  _  2.r  -  1,H3r-  -  //»    t-  0.r  -f-  3)  =  0. 
ou  en  lin  (.»•»  -f-  //»  —  ''li'  —  \){x\/'^  -h  \^'d  —  y)(x\  3  -f-  \/3  -+-  y)  —  0. 


.{S 
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La  séi»aralricc  est  iloiic constituée  parle  cercle  C,  la  droite  D  et  sa  syinétri([uc  D'  par  rapport  à 
l'axe  des  x.  Rosultat  évident  a  priori  puisque  la  séparatrice  n'est  pas  autre  chose  que  renvelojjpe  des 
coniques  A  qui  touchent  le  cercle  C,  la  droite  D  et  aussi  la  droit(î  D'  dont  l'équation  s'obtient  en  chan- 
geant le  signe  de  \/."L 

D'ailleurs,  d'une  manière  générale,  les  coni({ut's  A  bitangentes  à  une  conique  donnéeC,  la  corde  des 
contacts  passant  par  un  point  lixe  0,  et  tangentes  à  une  droite  D  louchent  aussi  la  droite  D'coujuguée 

de  I)  i)ar  rapport  à  l'angle  [3x0,  a  désignant  le  point  commun  à  la 
droite  U  et  à  hi  polaire  a|i  du  point  0  relative  à  C,  car  -Ji  est  aussi 
la  polaire  de  0  pour  toutes  les  coniques  A,  et  par  suite  les  droites 
ap  et  aO  sont  conjuguées  par  rapport  à  ces  coniques. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  question  proposée,  le  point  M 
devra  se  trouver  dans  l'angle  des  droites  D,  D'  renfermant  l'axe 
des  X  et  extérieurement  au  cercle  C,  pour  (jue  les  coniques  A'  et 
A"  soient  réelles. 

3*^  Soient  .r, // les  coordonnées  d'un  des  points    M^ ,  M^ ,   Mj. 
Les    équations    en  m   correspondant  à  ces  points   admettant   les 
mêmes  racines  que  celle  qui  correspond  au  point  M(a,  p),  on  a 


j3ï  _  a*  _   2a   -   1  aS  3a*  +  ^^  _  6a  - 


1/^  -  X-  —  tr  - 
ri'lations  d'où  l'on  détluit  les  suivantes  : 


XI/ 


3a;*  +  y*  -  G.r  -  3 


m 


a  fi 
XI/ 


3a*  -  [î* 
3x^  —  If  ' 


aÛ 
xy 


2a^ 


2a  -  1 


2x*  -  2.r  -  I 

Ces  deux    équations    représentent  deux  coniques    circonscrites  au    quadrilatère  MMiM^Mj.   La 

première  est  formée  de  deux  droites  passant  par  l'origine,  l'une  étant  évidemment  OM  et  l'autre  ayant 

])Our  équation 

3a,r  +  (î//  =  0. 

Si  M,  désigne  le  point  situé  sur  OM,  les  abscisses  des  points  M,.  M3  sont  les  racines  deréquatiou 
obtenue  en  éliminant  y  entre  les  équations 

'da.x  +  py  :=  0  , 

tapx^  -  (-2a*  -  2a  -  l)xj/  -  tx^X  -  a[3  =  0  ; 
on  obtient  ainsi  (Oa*  +  2.3*  -  6a  -  3).r*  -  2f4*.r  -  p*  =  0  . 

Les  racines  de  cette  éciuation  vérifient  la  relation 

I 


il  en  résulte  évidemment  (jue  l'on  a  aussi 


\_ 


1 


2; 


-r^-  2. 


puisque  l'on  peut  supposer  donné  le  point  M, ,  par  exemple,  au  lieu  du  point  M. 

Ces  relations  sont  d'ailleurs  évidentes  géométriquement,  si  l'on  remarque  (juc  toutes  les  coniques 
A  qui  passent  par  un  point  M,  passent  aussi  par  le  C(mjugué  de  ce  point  relativement  au  point  0 
et  au  point  oîi  OM  coupe  la  polaire  fixe  de  0  relative  aux  coni(iues    A. 
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4°  La  première  des  équations  (2)  montre  que  le  quadrilatère   MMjMjMj   est  inscrit  à  l'hyperbole 

équilatère 

%^{if  -  x""  -Ix  —  1)  =:  xtji^?  -  7.^  -  2v.  -  1) 

qui  passe  par  les  points  communs  aux  axes  et  à  l'hyperbole  équilatère 

ifi  _  a;2  _  2x  -  1  =  0  . 
Cette  dernière  coupe  l'axe  des   //  aux  points  (0,  1)    et   (0,-1)  et  l'axe  des  x   en  deux  points 
confondus   (—  1,  0). 

5°  On  obtiendra  l'équation  du  lieu  demandé  en  écrivant  que    —  1   est  le  produit  des  racines  de 

l'équation  (1)  en  m.  On  obtient  ainsi 

.^2  +  y2  _  4j5  _  2  =  0 , 
équation  d'un  cercle  C. 

Quant  à  l'enveloppe  demandée,  c'est,  outre  l'origine,  l'enveloppe  des  cordes  de  ce  cercle  inter- 

cepté3S  par  les  deux  cordes  communes  passant  par  l'origine  et  dont  l'équation  quadratique  est  de  la 

forme 

y*  +  Xa;?/ -  3a;*  =  0 .  (3) 

Ces  sécantes  communes  sont  donc  deux  rayons  conjugués  de  l'involution  déterminée  par  les  axes 
de  coordonnées  et  les  parallèles  aux  droites  D,  D'  menées  par  l'origine;  l'enveloppe  des  cordes 
qu'elles  interceptent  sur  le  cercle  C  est  donc  une  conique  dont  on  connaît  huit  tangentes  et  dont 
l'équation  tangentielle  est  d'ailleurs  facile  à  obtenir;  en  effet,  si  l'on  forme  l'équation  du  faisceau  des 
droites  joignant  l'origine  aux  points  d'intersection  du  cercle   C  avec  la  droite 

ux  +  vij  —  \  —  0, 
on  obtient  a;*  +  y"^  —  Ax{ux  -+-  vy)  —  %iix  +  vy)'^  —  0; 

écrivons  que  ce  faisceau  est  identique  au  faisceau  représentépar  l'équation  (3).  Il  sulTit,  pour  éliminer  )., 
d'exprimer  que  les  coefficients  de  .r'^  et  de  y*  sont  proportionnels  à  —  3  et  +1,  ce  qui  donne  immé- 
diatement 

i  -  4u  -  tu'  +  3(1  -  2v*)  =  0, 

ou  en  simplifiant  m'*  +  Su*  +  2w  —  2  =  0. 

C'est  l'équation  tangentielle  de  l'ellipse  ayant  pour  équation  cartésienne 

2,ï*  +  y*  -  2x  -  1  =  0. 

Le  centre  a  pour  coordonnées  //  —  0,        x  =  -  - 

L'équation  réduite  est  donc 

2a;'^  -+-  ?/*  -  -  =  0,  ou  — -  -i-  -^r-  =  ■•• 

La  nature  des  coniques  A  dépend  du  signe  de  l'expression 

(w»  -  1)(m«  +  3). 
On  voit  que  dans  le  cas  considéré  les  coniques  A'  et  A"   sont  toujours  ilo  natures  ilillerentes,  car 

...  .1 

si  1  on  suppose  m   = on  a 

m' 

l 

(m"*  -  l)(m"»  4-  3)  =  (1  -  in'')[\  +  3m'»)  ^^. 

Il  y  a  exception  si  l'on  suppose  ///'  -     +  t,  m'  --  —  i  ;  dans  ce  cas  A'  et  A'  sont  doux  paraboles. 

K.  Dri'OiicQ  it^colc  Mongol. 
Solutions  pxactos:  MM.  .1.  Hais  (à  Piorios)  ;  C.  U\u  ilyc»5e  Condorccl)  ;  V-\zi>u  (profosseur  au  collège  ilo  Fahiise'. 
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ALGÈlîRE 


153. 


Trourrr  la  /imite  de  l' expression 
a 


m     /\  111 


I  4-  ni 


quand  l'entier  positif  m  eroit  imlé/iniinenf,  a  d'signint  un  nombre  pnaiiif.  Cas  particulier,  a  =  o. 


Lo  lou^arilliino  népérien  de  //,„  esl  donné  jtar  la  formule 
a-  \ 


L  \ 


L//,„  = 


Si  nous  considérons  la  fonction 


-4-  L  M  +  2  


m 


m 


+  Li  I  +  ?» 


a  -  i 


z  =  hx, 

nous  voyons  que  L//„,  s'obtient  en  partageant  l'intervalle  de  1  à  a  en  m  parties  égales  et  en  faisant  la 
somme  des  produits  des  valeurs  que  prantl  la  fonction  r  à  h\  fin  de  chacun  des  intervalles  par  la 
longueur  commune  de  ces  intervalles, 

La  limite  de  Li/,„  est  donc  l'intégrale  définie 


/     Lx.dx, 
»/i 


de  sorte  que  lini  L?/,,,  =  (œLx  —  x)1  ~  àLa  —  a  +  1  ; 

donc  en  appelant  //  la  limite  de  //,„,  on  a 


En  particulier  si  a  =  e,  on  a  y  —  e, 

(A.  DE  BoiSFLEURY,  collôgc  Stanislas.) 

Soluli)ns  analogues  :  MM.  Giuseppe  Santacroce  [École  indiislrielle  de  Foggia  (Italie)^  ;  R.  Gii.mkrt  (lyc6e  Janson-de-Sailly.) 

M.  ALDinF.riT  (Marseille)  a  envoyé  une  solution  s'appuyant  sur  le  développement  en  série  de  L(1  +  x).  —  La 
démonstration  ne  nous  semble  pas  très  rigoureuse.  M.  V.Jamict  emploie  d'abord  une  méthode  analogue,  mais  démontre 
rigoureusement  la  proposition  en  supposant  a  compris  entre  0  et  "2.  M.  Audiberl  indique  aussi  celte  condition  comme 
nécessaire  pour  la  validité  de  sa  démonstration;  mais  M.  V.  Jamet  fait  voir  ensuite  que  le  théorème  une  fois  admis 
pour  a  <".  2,  est  vrai  quelle  que  soit  la  valeur  positive  attribuée  à  a. 

Knfin  nous  avons  reçu  encore  uae  autre  solution,  mais  celle-ci  est  entièrement  inexacte. 
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156.  —  l'ar  un  point  A  pris  sur  un  paraboloidc  hyperbolique,  on  mène  une  perpendiculaire  à  chacune 
des  (/<■  ne  rat  rires  d'un  mi^me  système  ;  prouver  que  le  lieu  de  ces  perpendiculaires  est  un  cône  du  second  degré. 
Trouver  les  jilans  cycliques  de  ce  cône.  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires. 

Soit  M  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  une  génératrice  G,  parallèle  au  plan 
directeur  P.  Appelons  \K  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  le  plan  P  et  AK  la  génératrice  de 
l'autre  système  passant  par  le  point  A. 
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La  droite  AM  est  à  l'intersection  du  plan  AMG  qui  contient  la  droite  AK  et  du  plan  mené  par 
A  perpendiculaire  à  G  qui  confient  la  droite  AH.  Or  ces  deux  plans  sont  perpendiculaires  puisque 
la  droite  G  du  premier  est  perpendiculaire  au  second,  et  comme  ces  plans  tournent  autour  des  deux 
droites  fixes  AK  et  AH,  ils  engendrent  des  faisceaux  homographiques  en  involution  et  le  lieu  de  leur 
intersection  est  un  cône  du  deuxième  degré  passant  par  les  droites  AH  et  AK. 

L'intersection  de  ce  cône  et  du  paraboloïde  se  compose  de  la  droite  AK  et  d'une  cubique  gauche 
qui  constitue  le  lieu  du  point  M.  La  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  P  est  le  lieu  des  pieds  des 
perpendiculaires  abaissées  de  la  projection  de  A  sur  les  projections  des  droites  G,  car  l'angle  droit 
AMG  ayant  un  côté  parallèle  au  plan  P  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  angle  droit.  Or  les  projections 
des  droites  G  enveloppent  une  parabole,  contour  apparent  de  la  surface,  donc  la  projection  du  lieu 
du  point  M  est  une  podairc  de  parabole. 

Coupons  le  cône  par  le  plan  passant  par  G  et  parallèle  au  plan  P.  Soient  K  et  H  les  points  ou  il 
rencontre  AK  et  AH.  L'angle  HMK  est  droit,  en  vertu  du  théorème  des  trois  perpendiculaires.  Donc  le 
plan  considéré  coupe  le  cône  suivant  un  cercle  de  diamètre  HK.  Tout  plan  perpendiculaire  à  AH  est 
donc  un  plan  cyclique,  il  en  est  do  même  des  plans  perpendiculaires  à  AK. 

AuDiBERT,  lycée  de  Marseille. 

Autres  solutions  pir  MM.  A.  Cahrn,  étudiant  ;"i  la  Sorbonne  et  D.  Cot  (lycée  de  Poitiers). 


220.  —  Au  cercle  0,  inscrit  à  un  triangle  équilatéral  ABC,  on  mène  une  tangente,  qui  coupe  les  côtés 
du  triangle  aux  points  a,  p,  y,  de  chacun  desquels  on  mène  la  seconde  tangente  respectivement  aux  cercle-: 
exinscrits  Oa,  0;,,  Oc.    Lieu  des  sommets  du  triangle  formé  par  ces  droites  quand  la  tangente  aSy  varie. 

On  sait  que  lorsque  trois  cercles  ont  un  point  commun,  il  existe  une  infinité  de  triangles  dont  les 
côtés  passent  par  les  trois  autres  points  où  ces  cercles  se  coupent  deux  à  deux,  et  dont  les  sommets 
décrivent  ces  cercles.  En  transformant  homographiquement  cette  propriété,  on  voit  que  lorsque  trois 
coniques  sont  circonscrites  à  un  même  triangle,  il  y  a  une  infinité  de  triangles  dont  les  côtés  passent 
par  les  trois  autres  points  de  rencontre  de  ces  coniques  et  dont  les  sommets  décrivent  ces  courbes.  De 
là,  résulte  enfin,  par  dualité,  que  lorsque  trois  coniques  sont  inscrites  à  un  même  triangle,  il  y  a  une 
infinité  de  triangles  dont  les  côtés  enveloppent  chacun  une  de  ces  courbes,  leurs  sommets  décrivant 
les  trois  autres  tangentes  communes  qu'elles  admettent  deux  à  deux. 

Cela  posé,  considérons  les  trois  cercles  0,  Ob  et  Oc,  inscrits  au  triangle  ABC.  Les  trois  autres 
tangentes  communes  qu'ils  admettent  deux  t^i  deux,  sont  AC  pour  0  et  Ob,  AB  pour  0  et  0,.. 
enfin  la  symétrique  de  BG  par  rapport  à  A,  pour  0,,  et  0^.  Cette  dernière  droite  est  donc  le  lieu 
du  troisième  sommet  du  triangle  formé  avec  (îy  par  les  tangentes  menées  des  points  (3  et  v  aux 
cercles   Ob  et  Oc. 

Le  lieu  cherché  se  compose  donc  des  ilroiles  symétriques  des  côtés  du  triangle  ABC.  relativement 
aux  sommets  opposés. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

Prenons  ABC  pour  triangle  tie  référence.  La  droite  aJEy  aura  uuo  équation  de  la  forme 

a.x  -t-  py  H-  yô  =  0, 

1       1        1 

avec  la  condition  -  H h  -  =  0.  (1) 

a         (3         y 
La  droite  menée  de  (3  tangentiellomeut  à  Ob  sera  représentée  par  rôqualiou 

<xx  -h  [t-y  -h  yz  =  0,  (i) 
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<j.  étant  iliMiiii  j)iir  la  relation  — i-  -  =  -  »  (3) 

a        Y        IX 

car  l'équation  langoutielle  ilo  0,,  est,  comme  ou  le  voit  aisément, 

1        1       3 

-  H =  -. 

U  W         V 

En  tenant  compte  des  relations  (i)  ot  (3j,  l'cquatiou  ("â)  peut  s'écrire 

dX  —  3^y  -h  yz  =  0. 
De  même,  la  tangente  menée  de  y  à  0«  a  pour  équation 

ax  +  f-y  —  'S'[Z  =  0. 

En  éliminant  a,  S  et  y  entre  l'équaliou  (1)  et  ces  deux  dernières,  ou  trouve 

X  +  =i!/  +  23  =  0, 

équation  d'où  l'on  déduit  le  résultat  trouvé  précédemment. 

Ernest  Duporcq  {«^colo  Mongc). 


169.  —  On  considère  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  ABCD  et  une  droite  fixe  A 
rencontrant  ces  coniques  en  deux  points  imriabtes  P.  Q.  On  prend  sur  chaque  conique  le  conjuqué 
harmonique  M  du  point  D  par  rapport  à  P  et  Q,  Trouver  le  lieu  de  M. 

Prenons  le  triangle  ABC  comme  triangle  de  référence;  soient 

wX  +  vY  -h  wZ  =  Q  (1) 

l'équation  de  la  droitiî  A,  et  x^,,  j/,,,  z^  les  coordonnées  du  point  D. 
L'équation  d'une  conique  circonscrite  au  quadrilatère  sera 

/        m       n 
X  +  Y  +  ^  =  ''  <"^> 

avec  la  condition  — i —  -\ —  =0.  (3) 

^0  ?/ll  -^0 

Soit  M  un  point  du  lieu  {x,  y,  z)\  on  aura 

-  H h  -  =  0.  (4) 

x       II       z 

et  comme  les  points  D  etM  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à    P  et  Q,   nous  écrirons  que  les 
quatre  droites  AD,  AM,  AP  et  AQ  forment  un  faisceau  harmonique. 
Les  équations  de  AD  et  AM  sont  respectivement 

et  Zq  Ù  Z 

Les  équations  de  AP  et  de  AQ  s'obtiennent  en  éliminant  X  entre  (l)  et  (2).   On  obtient 

lu  m       n 

~  vY  +  ivZ  "^  Y  "^  Z   "" 

ou  nuY^  -+-  (mv  -+■  n>r  —  lu)YZ  -+■  viwZ^  —  0. 

cl  ces  droites  formeront  un  faisceau  liarmoni(]ue  si  l'on  a 

'I/o        V  \inv  +  nw  —  lu 


g/M  _^^!!!!!\  _^_  A'/o  ^  //  \inv  +  nw  -  lu  ^  ^  ,g^ 

\zoZ         nv  /        \-(,         zj  nv 
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On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  /,  m,  n  entre  (3),  (4)  et  (5). 

Des  deux  premières  on  tire 

/  ///  // 


en  transportant  dans  (o)  et  ordonnant  par  rapport  à    u,  r,  iv,    on  aperçoit  le  facteur  yz^   —   zy,,,    qui 
correspond  au  cas  où  la  conique  se  réduit  aux  droites   AD  et  BC,  et  il  reste,  après  avoir  supprimé  ce 

facteur,  l'équalion 

uxx.iyz,  4-  zy,)  +  vyy^{zx^  4-  xz^)  +  ivzzjxy^  +  ijx,)  =  0, 

qui  représente  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC. 

Elle  passe  aussi  par  les  points  doubles  de  l'involulion  déterminée  par  les  coniques  sur  la  droite  A, 
elle  se  trouve  ainsi  définie  par  cinq  points. 

S.  Lattes,  lycée  de  Marseille. 

Solution  géométrique.  —  11  est  aisé  de  voir  que  le  point  M  est  le  second  point  d'intersection  de  la 
conique  et  de  la  droite  qui  joint  le  point  D  au  pôle  P  de  la  droite  A. 

Projetons  la  figure  de  façon  que  la  droite  A  devienne  la  droite  de  l'infini,  le  point  P  devient  le  centre 
de  la  conique,  et  le  point  M  est  le  point  diamétralement  opposé  au  point  D.  Or  le  lieu  dos  centres  des 
coniques  passant  par  quatre  points  est  une  conique  dite  conique  des  neuf  points,  et  aisée  à  construire  ; 
donc  le  lieu  du  point  M,  hoiuolliétique  du  lieu  des  centres,  sera  une  conique  dont  on  aura  sans  peine 
neuf  points,  parmi  lesquels  se  trouvent  les  points  A,  B  et  C. 

Ce  lieu  rencontre  la  droite  de  l'infini  aux  mômes  points  que  la  conique  des  neuf  points,  c'est-à- 
dire  aux  points  de  contact  des  deux  paraboles  du  faisceau,  ou,  en  d'autres  termes,  aux  points  doubles 
de  l'iuvolution  déterminée  par  les  coniques  sur  la  droite  de  l'infini. 

Toutes  ces  propriétés  sont  d'ailleurs  projectives  et  s'interprètent  aisément  quand  on  revient  à  la 
première  figure. 


171.  —  Etant  données  une  sphère  et  une  quadrique,  les  normales  abaissées  du  centre  de  la  sphère  sur 
toutes  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sont  sur  un  cône  du  second  ordre. 

Prenons  pour  axes  trois  droites  rectangulaires  passant  par  le  centre  de  la  sphère,  et  soient 

x^  +  //*  +  3«  -  R-  =  0, 

f{x,  //,  r.)  =:.  0 
les  équations  de  la  sphère  et  de  la  quadrique. 

Une  quadricjue  quelconque  passant  par  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  aura  pour  équation 

a-«  -f-  y^  4-  z''  -  IV  +  X/(.r,  y,  z)  =  0.  (1) 

En  écrivant  que  la  normale  en  un  point  (.r,  /y,  z)  à  cotte  (}uadriiiuo  passi'  par  le  centre  0  île  la 
sphère,  ou  aura  les  équations 

X  y  z 

2a;  +  >/;;  "^  2y  -+-  X/'J  ^  '2z  -h  X/",' 

ou  _  =  •/.-=_,  (i) 

/■;    /:;    /■; 

Les  équations  (I)  et  (^)  détorniinenl  les  coordonnées  dos  pieds  de^■  normales  menées  à  la  quadrique 
(1)  par  lo  point  O;  comme  les  équations  ("2)  ne  reuformcnt  pas  le  paramètre  X,  ou  eu  couclut  que  ces 
équations  représentent  une  courbe  qui  est  le  lieu  des  pieds  do  ces  normales. 


u 
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Les  normales?  seront  situées  sur  le  cône  avant  pour  sommet  le  point  0  et  pour  directrice  la 
courbe  (-2).  Ou  aura  l'eciualion  de  ce  côue  en  n-mlaut  les  équations  {"1)  homogènes  et  en  éliminant  la 
variable  d'homogénéité. 


I>. 


Posons  fix.  //,  z)  =  o{x,  y,  s)  +  2C.r  +  2C'//  +  2(r'; 

9(a*,  //,  z)  désignant  l'ensemble  des  termes  du  second  degré. 
Les  é(inalions  (2).  rentlues  homogènes,  peuvent  s'écrire 

cp^  +  2C<  _  fy  +  2C7  _  f,  +  'iC't 
X  ~  Il         ~~         z 

ou  encore,  en  introduisant  un  nouveau  paramètre  u, 

o^  4-  2C/  -  M.r  =  0, 
Oy  +  tC't  —  uy  =  0. 
9'.  -1-  2C"/-  uz  —  0. 
Vax  éliminant  /  et  u  on  obtient 

?;    G     .r 

i]ui  est  l'équation  d'un  cùne  du  deuxième  degré. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  de  voir  que  les  équations  (2)  représentent  une  cubique  gaucho  qui  passe 
par  le  point  0. 

Les  points  de  la  courbe  sont  les  points  communs  aux  trois  qnadri([ues 

VU-  -■(',  =  0, 
zf,  -  xf:  =  0, 

xf'j-  yf'r  =  0. 

Les  deux  premières  contiennent  la  droite 

^  -  0.     /-;  =.  0, 

qui  n'appartient  pas  en  général  à  la  troisième  qua(lii(jue;  elles  se  coupent  en  outre  suivant  une  cubique 
gauche  qui  se  trouve  sur  la  troisième  quadrique. 

Et  comme  cette  cubique  passe  par  le  point  0,  puisque  les  trois  quadriques  y  passent,  on  voit  que 
le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  0  et  qui  s'appuie  sur  cette  cubique  est  du  deuxième  degré. 

L.  M.u'itY,  répétiteur  an  lycée  d'Alais. 

Auires  solutions  par  MM.  Aczrram:  Armand  Cahkv.  ('•tiidianl  à  la  Sorbonno;  A.  HtinMRAix,  Ivot^e  d'Amions;  F..  Ci'khfn,  Ivcéc  Saint- 
Louis;  1.  lUis,  ù  l'ierres. 
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ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


Cours  préparatoires. 

Algèbre. 

221.  —  On  demande  à  quel  taux  d'intérêt  on  doit  emprunter  une  somme  A  que  l'on  veut  rembourser  au 
mo}'en  de  deux  payements  égaux  à  a  qui  doivent  être  eirectuôs,  lo  premier  au  bout  de  deux,  le  second,  au 
bout  de  quatre  annôes  :  discuter  la  solution. 

Géométrie  analytique. 

222.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  semblables  entre  elles  qui  passent  par  trois  points  donnés  :  cas  par- 
ticulier des  hyperboles  équilatères. 

Lavis  (feuille  I  8  grand  aigle). 

Sphère  dt  Cvli.nuul;. 

Faire  le  lavis  d'une  sphère  dépolie  traversée  par  un  cyliudro  de  révolutio:i  dont 
l'axe  vertical  passe  par  son  centre. 
Pour  les  dimensions,  se  reporter  au  croquis  ci  joint. 

Épure  (feuille  1/4  grand  aigle). 

223.  ~  Une  sphère  de  Go"'™  de  rayon  a  son  centre  situé  à  IdU""'  de  chacun  dos 
plans  de  projection. 

Un  cylindre  do  révolution,  de  50"""  de  rayon,  a  pour  axe  une  droite  dont  la  projection  horizontale  passe 
par  la  projection  horizontale  du  centre  de  la  sphère;  de  plus,  le  cylindre  est  langent  intérieurement  à  la 
sphère  en  un  point  situé  plus  haut  que  le  centre  de  cette  dernière;  enfin  cet  axe  fait  avec  le  plan  horizontal 
un  angle  de  45"  et  avec  le  plan  vertical  un  angle  de  30",  ce  qui  achève  de  déterminer  sa  position. 

On  demande  : 

l"  De  chercher  l'intersection  des  deux  surfaces; 

'i"  De  représenter  le  cylindre  seul  entaillé  par  la  sphère;  ce  cylindre  sera  limité  par  deux  plans  horizontaux 
choisis  à  volonté. 

Places   d'élèves   externes. 

Analyse  et  Trii/onoiiicirie. 

224.  —  Ln  bassin  rectangulaire,  dont  la  base  a  une  surface  S,  est  alimciilr  par  un  robinet  qui  y  déverse 
un  volume  d'eau  égal  à  0  pendant  l'unité  do  temps.  Un  oritice  d'écoulement  ayant  une  section  s  est  percé 
dans  le  fond  de  ce  bassin.  On  demande  comment  variera  la  hauteur  /(  de  l'eau  dans  le 
bassin  à  partir  d'une  valeur  initiale /i,,,  et  en  particulier  i)our  iiuelle  valeur  de/»  lo  niveau 
restera  stationuaire.  La  vitesse  d'écoulement  du  liquide  par  l'orilice  sera  supposée  égale  à 
V'igli,    g  étant  l'accélération  due  à  la  pesanteur. 

225.  —  On  donne  ilaus   un   triangle  Al?(!  :  la   hauteur    AH  :=  i8l)5".   I.i  hauteur 
BK  -:  !2iH;V",  l'angle  C       :i:i"U)-J7'. 

i)iï  demande  de  calculer  les  angle>  A  cl  1>.  les  cotés  (j,  />,  c,  et  la  surface. 
—y  'H 


'L- 


i(i 
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Mécanique. 

226.  —  Uii  point  mobile  b  s'élève  verlicalemenl  en  \i  avec  une  vitesse  initiale  nulle 
et  une  aocéléralion  constante  y.  D'un  autre  point  A  situé  dans  le  mémo  plan  horizontal 
que  B  on  lance  un  projectile  assimilable  à  un  point  matériel  pesant  avec  une  vitesse 
initiale  donnée  v^.  On  demande  quelle  diroction  on  doit  donner  à  celte  vitesse  initiale 
pour  que  le  projectile  attcii^'ue  le  point  b. 

l-:purf  (le  Pcrspcdive  (feuille   I    4  grand  aii^le). 

In  tableau  porspeclil"  est  é'iibli  sur  les  donnée<  indiquées  au  croquis  ci-joint. 

xji   est  la  base  du  tableau;  sa  larj^our  est  de  '200""". 

hli  est  la  ligne  d'horizon  située  à  125'""'  au-dessus 
de  .cij. 

y>csl  le  point  poincipal  de  fuito,  situé  au  milieu  de  lili'. 

D/i  est  le  point  quart  de  distance,  situé  à  DU"""  du 
point  p. 

Cela  posé  : 

On   donne  trois  points   Aa,  Bb,  Ce.    A,  B,  C    sont 
les  perspectives  des  points  dans  l'espace;    a,  b,  c   sont 
2'      les  perspectives  de  leurs  projections  sur  le  géomélral  qui 
a  xy  pour  ligne  de  terre. 

Ou  demande  : 

1°  De  tracer,  en  perspective,  le  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points   A,  B  et  C; 

2"  De  figurer  le  cône  de  révolution  qui,  ayant  pour 
base  le  cercle  ci-dessus,  aurait  une  hauteur  égale  à  deux 
fois  le  diamètre  de  ce  cercle  ; 

3*^  De  déterminer  l'ombre  propre  du  cône  et  son 
ombre  portée  sur  le  géométral;  les  rayons  lumineux  seront  de  front;  leur  direction  est  laissée  au  choix  du 
candidat. 

Croquis  et  Lavis. 

Première  partie  :  Choquis  (feuille  1/8  grand  aigle,  quadrillée). 

1"  Sur  une  première  feuille,  faire  au  crayon,  à  main  levée,  le  relevé  géomcTal  (plan,  élévation  et  coupe) 
de  l'un  des  objets  placés  dans  la  salle  d'examen; 

2°  Relever  ses  dimensions  (en  millimètres)  et  les  inscrire  sur  le  croquis. 

(On  accorde  i  h.  1/2  pour  ceUe  première  partie  du  travail,  après  quoi  le  modèle  en  relief  est  retiré  de  la  salle.) 

Deuxième  partie  :  Mise  au  .nkt  i;t  L.wis  (feuille  1;  i  grand  aigle). 

1°  Sur  une  seconde  feuille,  mettre  au  net,  à  l'encre  de  Chine,  à  une  échelle  déterminée,  le  croquis 
{)récédent. 

2"  Laver  à  l'encre  de  Chine  une  seule  des  projections  (plan,  élévation  ou  coupe). 

NiTA.  —  L'échelle  est  laissée  à  l'arbitraire  de  M.M.  les  candidats:  elle  doit  èlrc  choisie  assez  grande  pour  que  la  feuille  soit  bien  remplie. 
L'échelle  doit  «Hre  dcssini'e  dans  une  partie  libre  de  celle  feuille. 


UOURSES  DE  I.ICKNGE 


Scien  ces  physiq  ues . 

I.  --  227.  l'no  surface  cylindrique  pesante,  ayant  une  épaisseur  très  petite,  est  formée  d'une  substance 
homogène;  sa  section  droite  est  un  cercle  de  rayon  R.  Ce  cylindre  creux  est  suspendu  horizontalement  par 
deux  fils  de  même  longueur  L,  fixé*  chacun  à  une  extrémité  do  sa  génératrice  supérieure.  Ces  fils,  parfaitement 
flexibles  et  de  poids  négligeable,  sont  vertrcaux  dans  la  position  d'équilibre. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Oq  écarte  le  système  de  sa  position  d'équilibre  en  maialeaaat  les  fils  dans  un  même  plan  et  normaux  à  la 
surface,  puis  on  l'abandonne. 

Calculer  en  fonction  de  R  et  de  L  la  durée  des  oscillations  de  ce  pendule  dans  le  cas  de  très  petites 
amplitudes. 

Application:     L  :=  l",     R  ==  0"',1,     y  ==  981  G. G. S. 

II.  —  Composés  oxygénés  de  l'arsenic. 

III.  —  228.  La  combustion  de  l?""  d'un  carbure  d'hydrogène  solide  dans  un  calorimètre  clos  en  présence 
d'un  excès  d'oxygène,  a  dégagé  9'»',G8o.  Les  produits  de  la  combustion  sont:  CO^.  3?r,437o;  HO,  O?^o6'2o. 
Sachant  que  la  densité  de  vapeur  du  carbure  est  4,432;  que  la  chaleur  de  combustion  de  lis""  de  charbon 
diamant  est  94'^*',3  et  que  la  chaleur  de  formation  de  ISe""  d'eau  liquide  est69'='>;  on  demande:  1°  la  com- 
position centésimale  du  carbure;  2"  sa  formule;  3°  la  chaleur  de  combustion  d'une  molécule;  i°  la  chaleur 
de  formation  à  partir  des  éléments. 

Mathématiques. 
229.  —  En  désignant  par    a,  b,  x',  y'   des  constantes,  ou  demande  de  déterminer   X  de  façon  que 

soit  le  produit  de  deux  facteurs  P,  Q  du  premier  degré  en  x  et  y.  L'équation  en  À  admet  une  racine  nulle  et 
deux  autres  racines  réelles.  Pour  l'une  de  ces  racines  les  facteurs  P,  Q  sont  réels,  pour  l'autre  ils  sont 
imaginaires. 

Etant  donnée  une  ellipse  — „  +  r:.  —  I  =  0 

^  a^       b- 

en  coordonnées  rectangulaires,  on  considère  un  point  fixe  M  {x,  ]f)  et  on  demande  de  déterminer  deux 
droites  P,  0  telles  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à  M  divisé  par  le  produit  de 
ses  distances  à  P  et  à  Q  soit  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  la  position  du  point  de  l'ellipse  considéré. 
On  formera  explicitement  les  équations  de  ces  droites  en  supposant  M  sur  l'ellipse.  Lieu  do  leur  intersection 
quand  M  parcourt  l'ellipse. 

Inversement,  étant  donnée  la  droite  (P)  ux  +  vij  —  \  ^=  0 ,  peut-on  trouver  un  point  M  et  une  droite  0 
tels  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ellipse  à  M  divisé  par  le  produit  de  ses  distances  à 
P,  0,  soit  constant?  Montrer  qu'on  trouve  en  général  deux  positions  pour  M,  symétriques  par  rapport  à  P. 
Comment  la  droite  P  doit-elle  èiro  placée  pour  que  ces  deux  solutions  soient  réelles? 


QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


École  des  Mines  de  Saint-Étienne  (1892). 

33.  —  Dérivées  des  fonclious      L  arc  tir  — — —-     par  rapnorl  à   cos  x  ;     aro  lu par  rapport  à    sec  .r  ; 

1  —  bx  I  —  .r' 

\\.f  -\-  \jx-  -\-  a-)    par  rapport  à   la,  x  ;    ;irc  sin  (.r  \J\  —  a-  —  a  \î  —  x'^)  par  rapport  ii  1  4-  .iK 

34.  —  Dcrivcos  des  l'onclions  implicites  (loruiies  par  les  ùqualions 

c-^  _  e"(.r  -  (/)«  --  0    ,    •  a'  J-  if  —  m'e  '"''^^  *'°  j-^  +»'  • 

oe         n.  ,,■■.,        '  —  <^'>s  .r 

o5. —  Irouvcr  la  liiiulc  do pour      x  -  '\ 

36.  —  Conslruiro  les  courbe» 


48  QUESTIONS  PROPOSÉES 


(I)        a';/  —  3xij'  +  2y  -h  X  —0  _  cos   m 

(lU      ^i'  —  ij'')x  -r-  .vy  —  1  r::  0  ^"^  sin  2(.)  +  cos  2<ô 

(a'  —  b')  sin  o  cos  <.> 


(111)     y  ^  ir  4- l  2:  v/-r^  ^'^^      P"^ 

Y  x^  —  1 


v'  a-  sin-  (I)  +  b'^  cos-  m 


(IX-,      f^  _  tg      •^'  ~  ''  i^)       f>  =  siiK.)  i!r  v/l  —  sino) 

x^  4-  X  -t- 1  ^X1)      ç,--\   p  (cos  (.)  —  sin  t»)  -+-  3  siii  i.>  cos  (■>  —  0 

,-„  2a;  (XIl)    p'+  p  (cos  o)  —  siu  0)1  -p  3  sin  (o  cos  1.1  —  U 

(V)  j/z=:C0S-— -  \_l 

"  "^/  (XIII)  p='::^ 

(VI)  y  =  xe       i-.v^  _  ,.,.  ,_  a„  _  2 
(VU)    X  c'=+i'^  -  /cy  -  0                                                               ^^^^  '  P-       a>^-l 

37.  —  Équdlion  gêucralo  des  hyperboles  équilalères  telles  qu'on  puisse  par  l'orii^inc  leur  mener  deux  langeulcs 
laisanl  un  angle  donné. 

38.  —  Kqualion  générale  des  coniques  langenles  aux  axes  de  coordonnées  et  ayant  leur  centre  en  un  point  donne. 

39.  —  On  considère  une  conique  tangente  au  point  A  à  Ox  et  au  point  B  à  Oy.  G  étant  un  point  quelconque  de  la 
conique,  on  mène  GA  qui  coupe  Oy  en  D  et  GB  qui  rencontre  Oxen  E.  Trouver  le  liau  du  milieu  de  ED  quand  le  point 
G  décrit  la  conique. 

40.  —  Équation  générale  des  coniques  ayant  un  commet  sur  Oxel  un  autre  sur  Oy. 

^ . — 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


"230.  —  Eu  un  puiat  M  d'une  ellipse,  ou  mené  la  normale  qui  rencontre  le  grand  axe  en  N  et  le 
petit  axe  en  2s'.  Si  du  point  M  on  mèue  les  tangentes  aux  deux  circonférences  décrites  sur  ON  et  sur 
ON'  comme  diamètres,  la  longueur  des  tangentes  à  la  première  circonférence  est  égale  au  demi-petit 
axe,  la  longueur  des  tangentes  à  la  seconde  est  égale  au  demi-grand  axe. 

(E.-N.  Bahisik.n.) 

231.  —  Etant  donnée  une  cubique  à  point  double,  on  lui  mèue  les  deux  tangentes  parallèles  à  une 

asymptote  :  soient  M,  M'   les  points  de  contact.  Les  droites  joignant  le  point  double  à  ces  deux  points 

rencontrent  l'asjmptote  en   vi  et  m'.   Démontrer  (juc  la  cubique  rencontre  son  asymptote  en  un  point 

(jui  est  le  milieu  de  mm'.  —  Généraliser. 

(S.  Lattes,  lycée  de  Marseille.) 

*232.  —  JJ'un  point  du  plan  d'une  ellipse  on  abaisse  les  quatre  normales.  Soient    N,,  N^,  N,,  N^ 

les  distances  du  point  d'émission  des  normales  à   leurs  pieds;     P,,  Pj,  Pj,  P*     les  portions  de   ces 

normales  interceptées  entre  les  deux  axes  de  l'ellipse.  Démontrer  la  relation 

N,       N,       N,       N,  ,     , 

^-^  -f-  -  +  -  -f  -  ^  constante. 

(E.-N.  Barisien.) 

233.  —  l'Uudier  la  série  dont  le  terme  général 

n! 

Un 


(x  -f-  l){x  4-  "2)...[x  ■+■  n) 


Le  liédacteur-Gcrant  :  II.  VUIBERT. 
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REVUE  1)E  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


7^.\  m 

NOTE  SUR  LA  LIMITE  DE  L'EXPRESSION     (  1  + 


Nous  supposerons  j:;  >  0  et  m  eutier,  posilif,  et  au  iuoins  égal  à  x.  Considérous  la  série  couvergeute 


b   =    1    +    7+7— :    --!-...+ 


1        \M  1.^2  ...  m 

X        X-  a;'" 


Eu  posaut  S,„  =  1  +  7  -;-  ; — :  +  . . .  -r    .— r- 

1       i .  "j  1.2. 


R»»  —   •.— ;^ ( -,   +  : —rr. rr-   +   .  •  »  1  > 

\ni  +  1 


m 

x'"         /     X  x^ 

i  .'2  ...  m  \m  +  1       (m  -^  i){m  +  2j 

uous  aurons  S  =  S,„  +  R„, ;  ij) 

mais  pour   m  >  a;   on  a 

a?  a;^  X  /     X     \-        IX      \^ 


7/1  +  1        (wi  +  1  )  {m  +  2j        '  .*  '         Ml 
d'où,  puisque  le  second  membre  a  pour  limite 


1  ^  Vu  +  l)    ^  \m  +  1/ 


7n  +  1  —  X 


ï^-  <  r^T^^ X T (^) 

1 .  !2  . . .  wi       7?i  +  1  —  j;  ' 

D'autre  part,  pour  une  valeur  entière  donnée  de    m, 

\     "^  ;u/    "~  1        \  >/?/l.-2       "■         \  m/\  /»/  "\  m    )  \  ."l  . . .  m 

Or  si,   ftj,  a.j,  . . .  «„  désignent  des  nombres  positifs  tous  inférieurs  à  1,  on  sait  ([ue 
(I  —  r;,)(l  —  f/J  ...  (1  -  a„)  >  1  -  {i\^  +  (/,  +  ...  +  (/„). 

(,_r)(,_i).,.(,-"--^)>,-i 

\  ml\  mj         \  m    !  2»; 


et  [>ar  suite 


('-^)('-D---(' 


///     I  \  .±  ...  ])       1  ."2  ...  /J       '2m    1.2   ...(/>  —  2) 


On  a  don(^  1  +  '-  _^  1   +  -- , 

1  I 

1\   .x«         .X*        «"    I 


/  1\     .X»  .X»  iC' 

\     ~  m)\     ~  m)  r^Tâ  ^  1.2.3  ~  2m "ï 


rio 


NOTE  SUR  LA  LIMITE  DE  LEXPRESSION   (  1  4-  -)" 


( 


^/  1  -  -]    I  -- )  r-^^  7  > 


mJ\         DiA         »i/  1.4.3.4       1.2.3.4       "Im   \  ."2 

!  \  / .        "IX  / .       ?n  —  1  \         x""  X"'  ac* 


(,_iy,_ï),..(,_'i^)^^> 

\  m/ \  m/  \  m    }  1.4  ...  m 


1 .2  ...  m       'ûm   1.2  ...  (m  -  2) 

Ed  ajoutant  mombre  à  menibre,  il  vient 


( 


m/  im 

Les  relations  (1)  et  (3)  donnent  par  soustraction 


1    +-)'">    S„    -    ;^'S,„_2.  (3) 


Or  il  est  nianifestc  (juo  chaque  terme  du  développement  de     (1  4 —  j     est,  àparlir  du  troisième, 
inférieur  au  (ermc  correspondant  de     S,„  ;     le  premier  membre  de  l'inégalité  précédente  est  donc 


œ' 


positif.  Si   m    croit  indéfiniment,    R,„    a  pour  limite  zéro,    Sm_2    a  pour  limite    S ,  et    —      a  pour 
limite  zéro;  on  eu  conclut 

lin,  (i  +  î)"  =  S. 

Mais   nous  avons   surtout   pour   but   d'obtenir  une   limite   supérieure   du    second    membre  <le 
l'inégalité  (4).  Pour  cela,  remarquons  que 

^m—>   <   Sm   <   S, 

1 .2  ...  m 

il  en  résulte  que  l'on  a 

x^  X'"  X  x^  /  X  x^\ 

"'  '^  ^n    '"-'  ^  1.2  ...  m  '  m+i  -X  "^  ïiii  ^"'-'  "^      V^^TTT- a;  "^  W  ' 

/.       x\"'       ^       /  1  ^  "^ 

donc  S-     1+-       <S..r    — 1-5-)' 

\        m/  \m  -h  l  —  X       Im' 

/,        X .""    ^       (  \  x\ 

c'est-a-dire  e'  —    1  +  -       <  ■rc-'"  -r—   -f-  —    • 

\         m'  \m  +  I  —  X       "Iml 

T,  .     ,.         •  I  /.        h'"        ^^' 

Kn  particulier,  si  ce  —  1,  e—     I-h-        <  -^  • 

'  \         ml  "Im 

V.  Hioux. 


î)   =  s, 

ml 


Hf.mauqik.  —  Quand  on  a  établi  l'égalité 

lim  (1 

/  1  N'" 

en  supj)Osant  m  entier  et  j"  positif,  on  peut,  comme  pour  la  limite  de     f  1  4-  —  j  ,     lever  toutes  1rs 

restrictions  relativs  à  m  et  à   r.  En  elF-'t,  supposons  d'abord  .r>0  et  m  positif  mais  quelconque. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  m,  on  peut  toujours  trouver  deux  entiers  consécutifs   \j.   et    \j.  +  1    qui  le 

comprennent;  on  aura  donc 

/        a;\:'+'      /,        o-'V"      /.  X     \' 
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ol 


Or 


(A  -f- 1 


,   etc. 


Supposons  m   négatif  et  posons     7/i  --  —  (m'  +  x);     on  a 


(\       ^\"*_  /j  _       a;     \ -"»  +■'.'     /m'  +  a;\'»+'s_  /         a;  y»'    /         xy 
\        7)1/         \        m'  +  xl  ~  \     m'     /         ~  \        m')     '\^m') 


m  +  X. 

X 


x\~ 


Or  limf  i  +  ^j     =  S  et  limC 

Enfin,  soit    x  =   —  x',     x'  étant  positif,  on  a 

\        mj        \        ml         \        ml 


et  litnll  H :=  1,  etc. 

^         ml 


a;  \-"i 


en  posant    m  =  —  m';     donc 


Uni  ii  +  ^Y  = 
m/ 


""  0  -  â"" 


e^. 
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141.  —On  donne  un  angle  constant  de  sommet  A  et  un  point  fixe  B  dans  le  plan  de  cet  angle.  On  considère 
un  cercle  variable  passant  par  AetB;  il  coupe  les  côtés  de  Vangle  A  en  \)  et  E  . 
/°  Lieu  du  point  M  divisant  le  segment  DE  dans  un  rapport  donné. 
2^  Lieu  du  pôle  Q  de  la  droite  DE  par  rapport  au  cercle. 
3'^  Etudier  la  variation  de  V angle  wBQ,  w  désignant  le  centre  du  cercle. 
4"  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  la  droite  wQ. 

1°  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  côtés  A.r,  A//  de  l'angle  donné;  si  0  ilcsigne  l'angle  des 

axes  et  si  l'on  pose   AD  =:  u,      AE  =  r,   l'équation  du  cercle  ADE 

sera 

.>•'■»  4-  ±Joy  cos  0  -H  //'-  —  u.r  —  rg  —  0. 

En  exprimant  que  cette  équation  est  vériliée  pour  les  coordonnées 
(a,  b)  du  point  B,  nous  obtenons  la  relation  suivante  outre  les  para- 
mètres u,  V  ; 

au  -4-  br  :-z  //% 
on  posant  AB  —  h. 
Cola  posé,  les  coordonnées  du  point  M  qui  partage  DM  dans  un  rapport  tlonné    —  X,  do  sorte  que 


MD  _ 


sont 


X  = 


I    -+-  X 


y  = 
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11  eu  lésullo  imméJiuLoinoul  que  le  lieu  ihi  i)oint  M  est  une  droile  ayuul  pour  é(|uution 

{\  4-  À)(aÀa;  -+■  bij)  —  }Ji'\ 

i"  On  arrive  simplement  au  résultat  par  tles  cousidcrutious  iJféomélri(|ues.  Soieut,  en  effet,  Q  le 
pôle  de  DE  et  o)  le  centre  du  cercle  ADE.  L'anj:,le  13wE  =  2BA//;     Ih^  =  SDAE  —  20;    donc,  eu  posant 

IjAhT  =  a,  on  a 

BcoQ  :-  '^a  +  0  ; 

ainsi  l'angle  BtoQ   est  consluut.  En  outre,  le  triangle  rectangle    coEQ   donne 

^         ,,       1  <^B 

wQ  =  ojE. —  -; 

ces  0       ces  0 

le  rapport  —  étant  constant  et  l'angle  compris  entre  ces  côtéi  étant  constant,  le  triangle  BcoQ  reste 

toB 
semblable  à  lui-même,  et  comire  le  point   o   décrit  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB,  il  eu 

résulte  que  le  point  Q  décrit  aussi  une  droite. 

'6"  L'an"-le  wBQ  est  constant:  il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  chercher  sa  variation. 

•4°  Soit  BR  la  perpendiculaire  abaissée  de  B  sur  wQ;  l'angle  BcoR  est  constant,  donc  le  triangle 
BcoR  qui  est  rectangle  varie  eu  restant  semblable  à  lui-même,  le  point  R  décrit  donc  aussi  une  droite; 
les  droites  trouvées  sont  faciles  à  construire. 

Ou  peut  encore  remarquer  que  l'enveloppe  de  wQ  est  une  paiabole  qui  a  pour  Ibjer  le  point  B;  il 
eu  résulte  que  le  lieu  du  point  R  est  la  tangente  au  sommet  de  cette  paiabole. 

SOLUTION  ANALYTIQUE  DES  QUESTIONS    2°  ET  4°. 

2°  Prenons  pour  axe  des  y  la  droite  AB  et  pour  axe  des  x  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  A. 
Eu  posant    AB  —  2/i,    l'équation  d'un  cercle  passant  par  A  et  B  sera 

a;i  4-  2/*  -  2/<y  -  2/^-  =  0. 
La  polaire  du  piont  Xo,  i/o  a  pour  équation 

x{Xo  -  À)  +  yiu.  -  'n  -  {''>/o  +  ^^^o)  ^  0. 

L'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  le  point  A  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite  et 

du  cercle  est  ,  n       a 

{x^  +  .fKhUo  +  Xxo)  -  'lilty  -t-  lx,\xix,  -  Aj  +  (/(//o  -  h)]  =:  0. 

Il  faut  exprimer  que  cette  éijuation  représente  les  cotés  de  l'angle  donné;  si  l'on  appelle  y.  etp  les 

coefficients  angulaires  de  ces  côtés,  on  doit  donc  avoir 

2[/)(a-o  -  À)  +  My,  -  h)] 

""  ■■'■  ''  "  ^  l'!/o  +  >^-^-«  -  2A(yo  -  /t)  ' 

_  ^^  ////o  4-  ÀJq  -  2a(^Jo  -   À)  ^ 

■^'^  "  fi!/o  +  >'a-o  -  2A(?/o  -  h)  ' 
ou,  en  posant    a^o  =  X,     yo  ~  2A  =  "i , 

^  hX  4-  XY 

AY  -t-  -l/r  4-  2à'^  -  àX 
/X  —  h\ 

En  chavsdul  les  Jéuomiuateurs  et  ordonnant  par  rapport  à  /.,  il  vient 
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)[X(a  +  p)  -  5Y]  -  h[YioL  +  fi)  +  2X]  =  0, 
2à^  -  XX(1  +  a8)  +  2/i-  +  hY{[  +  7.3)  =  0. 
En  éliminant  X  on  trouve 

(X^  +  Y^)  [(1  +  7.^,)[X(«  +  P)  -  2Y]  -  l,\('j.  +  hY  +  4]]  =  0, 
ce  qui  donne  les  droites  isotropes  menées  par  le  point  fixe  B,  et  une  droite  réelle. 

4°  En  prenant  pour  axos  les  côtés  de  l'angle  comme  plus  haut,  on  trouve  que  le  pôle  de  DE  est 

défini  par  les  équations 

UX  +  //(2u  C0  5  0  —  v)  —  u^  —  0,  (1) 

(2i'  cos  0  -  î<)  J^  +  f'/y  -  ^''  =  0'  ^2) 

et  les  coordonnées  du  cenfre  du  c(U'cle  sont  déterminées  par  les  équations 

2.r  -f-  2/y  cos  0  —  w  =  0,  (3) 

2a;  cos  0  -f  2//  —  u  =  0.  (4) 

En  ajoutant  les  équations     (3)  et  (4)    membre  à  membre  après  avoir  multiplié  par    u  et  —  v,    ou 
obtient  le  même  résultat  qu'en  retran^^haut  (I  )  et  (2)  membre  à  membre;  donc 

S.-r  {u  —  V  cos  0)  4-  2//  {u  cos  0  —  v)  —  w'^  +  v^  —  0  (5) 

est  l'équation  de  wQ.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  cette  droite  a  pour  équation 

V  ix  —  a,  +  u  (il  —  6)  =  0  ;  (6) 

d'ailleurs  rb  -^  wi  =  h'K  (7) 

Il  s'agit  d'éliminer  u  et  v  entre  les  équations  (o),  (0),  (7). 

Les  équations  (6)  et  (7)  donneit,  enposa-it    a;  —  r/  —  X,  //  —  b  ~  Y  : 


/i^X  -  h^Y 


u    =    —r- —,  '  V    = 


aX  -  hy  a\  -  /A" 

l'équation  du  lieu  est  donc 

2(aX  -  bY)  [(X  -h  Y  cos  0)  (X  +  a)  +  (X  cos  0  +  Y)  (Y  4-  b)]  =  lr(\-  -  Y-). 

En  développant,  on  obtient,  en  obs  rvant  que     h'     ;  a'  +  2aO  cos  0  -f-  6* , 

(X»  +  2XY  cos  0  +  Y^)  [2  (aX  -  hY)  +  «-  -  />']  ^  0. 

En   laissant  de  côlé  les  droiles  isotropes  p;issant  par  B.  on  obtient  uiu'  droite  d(int  ré(|uafion 

rapportée  aux  axes  primitifs  est 

2  (rtc  -  />//)  -  a^   +  //-     :  0. 

Cette  droite  passe  par  le  milieu  de  AB  ot  elle  est  parallidc»  à  la  symétrique  de  AB  par  rapport  à 
la  bissectrice  de  l'angle  donné. 

Enveloppe  de  wQ. 

Eu  i)osant  x  -\-  //  cos  0  -  -  X,        x  cos  0  +  //  —  Y, 

l'équation  de  wQ  peut  s'écrire  2uX  —  2i'Y  —  i<*  +  v-       0.  (8) 

Pour  obtenir  l'enveloppe,  nous  écrirons  les  équations 

\  -  u  _  Y  -  V  _  flX  +  bY  -  A" 
~7i       ""     -  b    ~         rt«  -  />» 

Mais  ré(|uatiou  (K)  p(uit  S(>  mettre»  sous  la  forme 

(X  -  ny  -  (Y  -  vY  -^  X»  -  Y>; 
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l'équatiou  de  rouveloppo  est  donc 

(aX  -h  bY  -  h^f  -  :  (a*  -  6-j  (.\«  -  Y*) 
ou,  en  développant,  (6X.  -f-  «Y)"'  —  "2/i«  (r/X  +  6Y)  +  A*    -  0, 

c'est-ù-diro 

[(6  4-  rt  cos  0)a;  4-  (a  -i-  ^  cos  0)i/]»  -  2//»[(a  +  6  ces  0)j5  +  (6  4-  a  eos  0)y]  +  A*  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  droite  lieu  de  H. 
Eu  tran^iportant  l'orii^ine  du  point  B,  on  obtient  l'équation 

[{b  4-  a  cos  0),r  4-  (a  +  />  cos  O)?/]^  4-  (^*  —  a^}  sin*  0[-2(ox  —  6//)  4-  a'  —  />*]  ^-  0; 

on  voit  que  la  droite  lieu  de  R  est  bien  la  tangente  au  sommet  à  cette  parabole.  Enfin  on  vérifie  aisé- 
ment que  le  foyer  est  l'origine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  le  point  B.  Vax  effet,  une  tangente 
quelconque  ù  cette  parabole  a  pour  équation 

{b  4-  a  cos  (i)x  4-  [a  4-  h  cos  0)»/  :=-^  m 


a'  -  6* 
ax  —  bij  ~\ r — 


{a''  -  6^)  siu'^  0 


2//i 

pour  que  cette  droite  passe  par  l'origine,  il  faut  prendre     m     :±  i  sin  0  ;     son  équation  est  alors,  en 
supposant  par  exemple  que    m  ■=■  i  sin  0, 

{b  +  a  cos  0).c  4-  {a  4-  />cos  Oj//  ^:  /  sin  \ax  —  by) 

ou  ,r[6  4-  rt  (cos  0  —  /  sin  ôjj  4-  y[a  4-  6(cos  0  4-  /  sin  0)]  =:  0 

ou  encore         x  (cos  0  —  /  sin  0)  [b  (cos  0  4-  /  sin  0)  4-  a]  4-  y[b  (cos  0  4-  i  sin  0)  4-  «]  —  0, 

ou  enfin  y  -^'  x  (cos  0  —  i  sin  0)  -^  0, 

équation  qui  représente  une  droite  isotrope. 


176.  —  On  donne  trois  coniques  ayant  un  foyer  F  commun. 

^^  Démontrer  que  l'enveloppe  des  droites  telles  que  leurs  pôles  par  rapport  à  ces  trois  coniques  soient  en 
ligne  droite  est  une  conique  ayant  un  de  ses  foyers  en  F. 

2^  On  considère  les  surfaces  de  révolution  enyendrées  par  la  révolution  autour  de  leur  axe  focal  de  trois 
coniques  ayant  un  foyer  commun.  Démonwer  que  l'enveloppe  des  plans  tels  que  leurs  pôles  par  rapport  aux 
trois  sur  fuies  soient  en  ligne  droite  est  un  cône  du  second  deqré. 

3^  Condition  pour  que  ce  cône  devienne  un  cylindre. 

i"  Les  polaires  réciproques  des  trois  coniques  données  relatives  à  un  cercle  de  centre  ¥  sont 
trois  cercles,  et  la  transformée  de  l'enveloppe  cherchée  est  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  à  ces  trois  cercles  soient  concourantes  :  c'est,  comme  on  sait,  le  cercle  qui  les  coupe 
ortliogonalement.  L'enveloppe  cherchée  est  donc  bien  une  conique  de  foyer  F.  Cette  courbe  est 
d'ailleurs  aussi  l'enveloppe  de  la  droite  qui  passe  par  les  trois  pôles  considérés,  et  le  lieu  du  point 
d'intersection  des  droites  ainsi  obtenues,  conjuguées  à  la  fois  aux  trois  coniques,  est  la  directrice  de 
leur  enveloppe  relative  au  foyer   F. 

52"  Les  polaires  réciproques  des  trois  surfaces  considérées  relatives  à  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  foyer  commun  aux  coniques  génératrices  sont,  de  même,  trois  sphères,  et  la  transformée  de 
l'enveloppe  cherchée  est  le  lieu  des  points  tels  que  leurs  plans  polaires,  par  rapport  à  ces  trois  sphères, 
aient  une  droite  commune.  Ce  lieu  est,  comme  on  le  voit  aisément,  le  cercle  qui  coupe  orthogonalement 
les  sections  de  ces  sphères  par  le  plan  de  leurs  centres.  Par  suite,  l'enveloppe  cherchée  est  un  cône 
dont  lo  sommet  est  le  point  commun  aux  plans  polaires  du  foyer  considéré  par  rapport  aux  trois 
quadriques. 
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3°  Ce  cône  deviendra  un  cylindre  quand  ces  trois  plans  seront  parallèles  à  une  même  droite,  ou 

encore,  puisqu'ils  sont  perpendiculaires  aux  axes  des  quadriques  de  révolution  correspondantes,  quand 

ces  axes  seront  dans  un  même  plan, 

(Ernest  Dlporcq,  II.  Cheronnet.) 

GÉNÉRALISATION 

1°  En  transformant  homographiquement  on  obtient  l'énoncé  plus  général  : 

Étant  données  trois  coniques  tangentes  à  deux  droites,  l'enveloppe  des  droites  telles  que  leurs  pôles  par 
rapport  à  ces  trois  coniques  soient  en  ligne  droite  est  une  conique  tawjente  aux  deux  tangentes  communes. 

Si  nous  transformons  de  nouveau  par  polaires  réciproques,  l'énoncé  devient: 

Le  Jacobien  de  trois  coniques  ayant  deux  points  communs  est  une  conique  passant  par  ces  deux  points. 

Enfin,  en  transformant  une  dernière  fois  par  homographie  de  façon  que  les  deux  points  communs 
deviennent  les  points  cycliques,  on  a  la  proposition  connue: 

Le  Jacobien  de  trois  cercles  est  un  cercle.  ^ 

(II.  Cheronnet.) 

Note, —  On  appelle  Jacobien  de  trois  coniques  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  par  rapport  ii  ces 
coniques  sont  concourantes.  Si  l'on  désigne  par  U  =  0,  V  -~  0,  W  —  0  les  équations  des  trois 
coniques  et  par  U^,  U2,  U3  les  dérivées  de  U  par  rapport  à  x,  y,  z,  et  de  même  par  Vj,  Y^,  V3  les 
dérivées  de  V,  etc.,  les  équations  des  polaires  du  point  x,  y,  z   étant 

XU,    +  YU,    +  ZU3    ^-  0, 

XVi    +  YV,    +  ZV3    ^  0, 

XW,  +  Y\V,  -+-  ZW3  =  0, 


le  Jacobien  a  pour  «équation 

c'est  donc,  en  général,  une  cubique. 


U,  U.,  \5, 
Vi  V,  V3 
W.W,W3 


=  0; 


177.  —  Un  cercle  quelconque  passant  par  le  sommet  d'une  parabole,  coupe  cette  parabole  en  trois  (.titres 
points  A,  B,  C,  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  des  nonmdcs  à  la  parabole  en  ces  i  oints  quand  le  rayon 
du  cercle  reste  constant. 

Rapportons  la  parabole  à  son  axe  et  sa  tangente  au  sommet,  soit 

//»  -  tpx  =  0 
son  équation. 

Tout  cercle  passant  par  le  sommol   de  cette  parabole  la  rencontre  en  trois  autres  points    .\,  B,  G 

tels  que  les  normales  à   la  parabole  en  ces  points  soient  concourantes,  et  si  l'on  appelle   a,  }    les 

coordonnées  du  point  de  concours  P  de  ces  uormaU's,  l'équation  du  cercle  consitlérc  est 


X' 


P.'/ 


ly*  _  (p  4-a)x  -  ^^  ---  0. 


Le  carré  du  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à 


(p  -+■  a)«       3» 
4  1(3 


5ti  (îKOMKTHIK  ANALYTIQUE 


Pour  que  ce  layon  resto  coustammcnl  ci,nil  à    1^,    il  finit  donc  que  le  point   P   décrive  la  conique 
roiHÔsentcc  par  réquation 

on  voit  que  le  lieu  est  une  ellipse  nyant  pour  centre  le  point  de  coordonnées 

.T    :rT     -    />  ,  //    —    0  , 

dont  le  petit  axe  est  l'axe  des   x  et  le  jrrand  axe  la  droite 

.r  =  -  p; 

enlin  li  lon^-ueur  du  demi-petit  axe  est  2R,  colle  du  demi-grand  axe  est  4R. 

(.1.  Hais,  à  Pierres.) 

Solutions  analogues  :  MM.  II.  An  AiiDiCcndorcrl];  AuDons  a.onis-lcrmnd' ;  nnriiniRNNK  (F.cos);  Diimmf.aux  (Amiens)  ;  L.  Espinat  (fspinchal, 
Puv-de  I»<''nie^;  E.  (H^eden  (lycée  Saint-I.oiiisi  ;  Vazou  d'alaise». 


178.  —  On  joint  Ir  sommet  0  d'une  parabole  P  à  un  point  quelconque  M  de  cette  parabole.  Lorsque  M 
SI'  (h'-placc  sur  P,    la  droite  menée  par  le  point   M   et  perpendiculaire  à   OM   est  normale  à  une  parabole  P,. 

Première  solution.  —  Soit  B  le  point  où  la  perpendiculaire  MB  à  OM  coupe  l'axe  de  la  parabole  P 
et  soit  A  son  symétrique  par  rapport  à  M.  On  a 

Mm^  =  Om.wB  =  Om.2/j, 

p  désignant  le  paramètre  de  la  parabole  P.   La  projection  de   AB    sur  l'axe 
est  donc  égale  à    4yj  ,     et  celte  longueur  est  par  suite  la  sous-normale 

_     de  la  parabole  de  foyer    0,     d'axe    OB     et  passant  par    A,     à  laquelle 

0  '^  la  droite    AB    est  évidemment  normale.  Cette  parabole  est  donc  indépen- 

dante du  point   ^I ,    ce  qui  vérifie  l'énoncé. 

(Ernest  Duporcq.) 

Solution  analogue:  M.  Ainouiv  (t.oiiis  Ic-r.rand'. 

Remarque.  —  Ce  résult;\t  peut  s'énoncer  autrement  :  on  peut  dire  que  la  podaire  de  la  développée 

d'ui<e  parabole  relative  à  son  foyer  est  une  parabole  ayant  ce  foyer  pour  sommet,  et  comme  il  est  bien 

évident  que  la  figure  inverse  de  la  podaire  d'une  courbe  relative  à  l'origine  d'inversion,  est  la  polaire 

réciproque  de  cette  courbe  par  rapport  à  un  cercle  admettant  cette  origine  pour  centre,  on  voit  que  la 

développée  d'une  parabole  peut  cire  considérée  comme  la  polaire  réci[)r3  jue  par  rapport  à  un  cercle 

d'une  cissoï  le  de  Dioclès. 

(Ernest  Duporcq.) 

DEUxn;ME  solution.  —  Soit  jf  —  5/3.T  =  0, 

l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet;  soient  a,  fi  les  coordonnées 
d'un  point  M  de  cette  parabole. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  en   M  à  la  droite  OM  est  . 

7/-S=   -  1.  (x  -  \- 

,,     .  i> 

en  qui  peut  s  écrire,  en  posant =  ?», 

"Jp 

y  =  m{x  —  2/))  —  2/)?«'', 

ou,  en  transportant  les  axes  parallèlement  ?i  eux-mêmes  au  ])oint 

Apm^ 
y  -  v){x  -  4p) —  ; 


y  -  0, 
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c'est  l'équatioQ  d'une  normale  à  la  parabole    P,    ayant  pour  équation 

?/*  —  Spx  —  0. 
Si  l'on  revient  aux  anciens  axes,  cette  parabole   P,  a  pour  équation 

7f  -  Sp{x  -I-  2/>)  =  0, 
ce  qui  peut  s'écrire  x"^  -+-  if  —  {x  +  ïp  '^  —  0, 

La  parabole    P,  a  donc  pour  foyer  le  point    0   et  pour  directrice  la  droite 

œ  =  —  \p. 


[3.  Hais,  à  Pierres.) 


Troisiiîme  solution.  —  Soient      y"^  —  2pœ  ■-=■  0,      x  =  m/j     les  équations  de  la  parabole   P   et  de  la 
droite  OM.   La  perpendiculaire  à   OM   a  pour  équation 

y  —  'ipm  =  —  m(x  —  2p;n^) 

3       2;j  -  X   _         y 


ou 


m" 


^ip 


m  -  ^  =  0. 

2/) 


L'enveloppe  a  donc  pour  équalion 

%^p  —  xf  +  i'jvf  =  0. 
En  transportant  l'origine  au  point     (—  ^p,  0\     celte  équalion  devient 

2(4p    -    X)'    +    27/)//^    ::=    0, 

ou  8(4/?  —  xy  +  Ti-Apy""  =  0. 

On  reconnaît  la  développée  de  la  parabole  ayant  pour  équation     ?/-  —  Spx  ~  0,     ou  par  rapport 
aux  premiers  axes, 


c'est-à-dire 


7/î  =  Sp{x  +  2p), 
X-  -h  y-  =  (x  -h  à-p)'-. 


II.  Ai.LAUD  (Lycée  Condorcel). 


Solutions  analogues  :    MM.  Audibf.rt  (Marseille);  Dourrienne  (Ecos)  ;  II.  Cheronnet  (Condorcel)  ;  Vazou  (Falaise). 
Los  autres  sol u lions  envoyées  étaient  inexactes. 


179.  —  Etnnt  donnée  une  parabole  P  de  sommet  0,  ci  M  un  point  quelconque  sur  la  parabole,  le  cerele 
décrit  sur  OM  comme  diamètre  coupe  cette  paralmle  en  deux  aulies points  P,  Q.  Démontrer  que  si  le  point  M 
se  déplace  sur  la  parabole  donnée  :  f  li  droite  PQ  pa'ise  par  un  point  fixe  ;  :2"  la  perpendiculaire  <ibaissée 
de  M  sur  PQ,  reste  normale  à  une  parabole  déterminée. 

PREMiftRK  soLUTtON.  —  1"  Lcs  (lircctioiis  des  droites  OM  et  PQ  étant  symétriques   par  rapport  à 

l'axe,  lo  milieu  H  de  PQ  est  sur  le  diamètre  p:issant  par  w',  svMué- 
trique  du  milieu  w  de  OM  par  rapport  à  Taxe,  et  la  droite  oR  est 
perpendiculaire  à  PQ.  On  a  donc,  A  étant  le  point  oîi  PQ  coupe 
l'axe,  et  a  1(>  milieu  de  ciR. 

AO  r=  R,.,'  .^  2xr  =  2/n 

car  n.r  est  évidemment  éi^alo  à  la  ?ous-normale  de  la  parabole  P 
relative  au  point  où  elle  coupe  le  diamètre  Rto".  Le  point  A  est 
donc  lixe. 

2"  L(î  Rej;-ment  Ro'  ayant  une  loni;iienr  lixe.  li^  lieu  du  point  R  est  nue  parabole  de  sommet  .\, 
Oi>,alc  à  celle  (|ue   décril  le   point    o'.    l'ar  suile  (voit-  (|U(>stioii    ITS).    la   droite  cK   est    normale  à    une 
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parabole  de  foyer  A  et  de  paramètre  fî/^;on  en  dé  luit  iiue  la  perijeiuliciilairc  abaissée  de  M  sur  PQ 
est  uorinale  à  uiu-  panihole  dont  le  foyer  est  le  symétrique  de  0  par  rajjport  à  A,  et  le  paramètre 
épfal  à  \j>. 

Eroest  Dupohcq. 

Deuxième  soi.ition.  —  h  Rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  la  parabole  est 

y^  =  Ipx. 

Si     //  =  m.v      représente  la  corde  O.M,  l'éciuation de  la  droite  PQ  sera  de  la  forme 

//  +  mx  —  mXç^  —   0. 

Tout  revient  à  montrer  que  x^  est  invariable.  Or  le  cercle  passant  par  les  points  0,  M,  P,  Q  a  pour 
équation 

f^  (y  —  mx)!}/  ■+■  mx  —  mx^)  —  (1  -+-  w*)(//»  —  ^px)  —  0, 
et  son  centre  sera  sur  OM  si  les  équations 

y  =  mx,         f'^  =  0,  /y  =  0, 

sont  compatibles,  ce  qui  donne  la  condition       Xq  =^    —  %j. 
2° Les  coordonnées  de  M  sont  d'ailleurs 

2«  2» 

m^  ^       m 

la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  PQ  est  donc 

2/;       1  /  <2p\ 

•^        m       m\         mV 
dont  l'enveloppe  est  définie  par  l'équation 

2i2yj  +  xf  -  Tipy'  ^  0, 

qui  représente  une  parabole  semi-cubique,  ce  qui  démontre  la  propriété. 

E.  BOURKIENNE,  à   ÉCOS. 

Solutions  analoî,'ues.  —  MM.  Audibëiit  (Marseille^  ;  Aldouix  (Louis-lc-Grandj  ;  II.  Ali.ard  (Condoreelj  :  J.  IIah  (à  Pierres)  ;  Vazou  (Falaise). 
M.  L.  EspiNAT  (à  Espinchal)  et  .M.  Etienne  Ulkiléano  (à  Turnu-Severin,  Uoumanie),  ont  résolu  la  première  partie  de  la  question. 


193. —  Klant  donné  un  limaçon  de  Pascal  et  un  cercle  V  ayant  pou?'  centre  le  point  double  0  du  limaçon, 
une  tanjcnlc  '/uelcotu/ue  au  cercle  V  coupe  le  limaçon  en  quatre  points  A,  B,  G,  D.  Démontrer  les  relations 

OA  -f-  OB  +  OC  +  OD  =r  const. 
OA.OB.OG.OD  =3  const. 

Soient  p  =  a  -h  b  cos  w  .  (1) 

l'équation  d'un  limaçon  de  Pascal,     e(        û  =  (2) 

cos  ( (o  —  a) 

l'équation   d'une  tangente  au    cercle  de  rayon    H   ayant  pour  centre  le  point  double  du  limaçon. 
Kliniiuon.s  tu  entre  les  équations  (1)  et  (2^;  on  obtient  immédiatement 


\     b     J        sin' 


sin*  a 


—  a 

— —    cos  a 


?»  (^-T^)'  -  2Kp  ^-^  cos  a  -  p«  sin*  a  -+-  R»  =  0. 
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Donc,  en  appelant  pi,  pa»  p3>  ?i  ^^s  quatre  racines,  on  a 

PipîPapi  =  6'R'- 

La  première  de  ces  relations  est  indépendante  de  R. 

LÉvÊQUE  (Louis-le-Grand.) 

Ont  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  Charles  Braillion  (lycée  d'Amiens),  Duhameaux  (lycée  d'Amiensj,  J.  Hais  (à  Pierres),  de  Pange  (à  Paris), 

M.  Lévêque  fait  remarquer  que  d'une  façon  générale  :  la  somme  des  distances  à  un  foyer  des  points  d'intersection  d'une 
cartésienne  avec  une  sécante  quelconque  est  constante.  (Voir  par  exemple,  Salmon,  Traite  de  Géométrie  analytique,  courbes 
planes,  p.  354.) 


194.  —  On  considère  une  cissoïde  de  Diodes  et  une  strophoide  droite  ayant  même  cercle  directeur  et 

même  jjoint  double  0.  Une  sécante  coupe  la  cissoïde  aux  points  A,  B,  G  et  la  strophoide  aux  points  A',  B',  C. 

Démontrer  la  relation 

OA.OB.QC   _  1 

OA'.OB'.OC  ~  2' 

Considérons  un  cercle  ayant  pour  diamètre  OD  et  soient  P  et  Q   les  points  d'intersection  d'une 
sécante  OP   avec  ce  cercle  et  avec  la  tangente  en  D;   on  prend  OM  =  PQ.   En  posant   OM  =  p   et 
en  désignant  par   o)  l'angle  MOD,   on  trouve  immédiatement 


Q 


2R         ^„                  2R  siu^o) 
0  —  —  zK  cos  M  =  


COS  co 

c'est  l'équation  de  la  cissoïde. 


cos  co 


(i) 


D    X        Soit   R  le  point  de  rencontre  de  la  même  sécante  avec  le  diamètre  perpen- 
diculaire à   OD  et  prenons  ON  =  RP  =  r;  on  aura 

R         R  cos  2(0 


r  =  2R  cos  0)  — 


cos  (0 


cos  0) 


(2) 


c'est   l'équation   d'une   strophoide  droite. 

Soit  p(rt  cos  (0  4-  6  sin  co)  —  1  —  0  (3) 

l'équation   d'une   droite.   Éliminons    (o     entre   les  équations  (1)   et    (3);    pour   cela    nous    mettrons 

l'équation  (1)  sous  la  forme 

2R  cos-  co  4-  p  cos  w  —  2R  =  0 

et  l'équation  (8)  sous  la  forme  hp  sin  lo  :^  1  —  r/p  cos  co, 

d'où,  on  élevant  au  carré  et  remplaçant  sin^  <o   par   1  —  cos'^w, 

{a'  -f-  b-')'J  cos'^  (0  -  2ap  cosio  4-  1  -  b*'J        0.  (4) 

L'élimination  de   cos  to   donne  l'équation 

4R»(I  +  ay)»  4-  p-[4aR  4-  p-i^a*  4-  b')][[  -  b'p*  -  i(jR]  :-:  0 

ou  4R'^  4-  ...  -  h^{a-'  ->-  b-'VJ  -^  0. 

Le  produit  dos  racines,  c'est-à-diro,  en  appelant  A,  B,  C  li>s  points  d'intorsoction  do  lu  socante  (3) 
avec  la  cissoïde, 

ôÂ^ôB^()c•=     ^^' 


b\a*  4-  6") 


(10  (JKOMKTRIE  ANALYTIQUE 


Kliminatit  de  nu^me   cos  o   ontiv  réquatioii   (i)  et  rénuatiou  de  la   strophoïdc  écrite  ainsi  (en 
mottaut  p    au  lieu  de  ;■)  : 

2R  cos-  (.)   —  p  cos  0)  —  R  —  0, 

ce  (jui  donne  \\\-2  -\-  i^a"  -  h-yj^  -  f*[iaR  -  c-(^/»  4-  //^)|[1  -  /;'p'^  +  ^}a\\]  =  0 

ou  4R*  +  ...   -   h\n^  +/;Mp«  =  0;  (5) 

(jonc  ïïX'- .  ôw- . ôTr-  : -. — 

OA.OR.OC 

par  sinle  ~  i, 

'  OA'.  Ub'.UC 

Si  l'on  écrit  l'équation  de  la  strophoïde  sous  la  forme 

2R  cos  2w 

p  =  » 

cos  (0 

l'équation  (5)  sera  I6R-  +  . . .  —  b-ia-  +   6-)p"  ~  0, 

OA.OB.OC         1 
et  par  suite  on  trouvera  =  -  . 

Ont  résolu   la  question:    MM.   Bnvii.iioN  (lycée  d'Amiens);   Duhameaix  (lycée  d'Amiens);  L.  Espinat  (à  Espinchal,  Puvde-DAme)- J    Hai"! 
(à  Pierres;  Dk  I'angf:  Charles  TiRcHi.  ' 


195.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  qu'en  menant  des  tangentes  à  une  cardio'ide  donnée,  la  somme  des 
rnyons  recleurs  Joignant  le  point  de  rebroussement  aux  points  de  contact  des  tangentes  soit  constante; 
2'^  trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  des  mêmes  rayons  vecteurs  soit  constant. 

L'équation  de  la  cardio'ide  étant  mise  sous  la  forme 

p  =  ?•  cos  OJ  4-  7-  (I) 

ou,  en  coordonnées  rectilignes, 

(x-  4-  »/*)'-  —  %:vix'^  -f-  y-)  —  r'hf  =  0, 

la  première  po'aire  du  point     (.r,,,  y^)     a  pour  é({uation 

2(.rjro  4-  yijo^ix-  +  y-  —  rx]  —  rix  4-  Xf^){x-  +  //*)  —  r'^niy  4-  //„)  =  0 

ou,  en  coordonnées  polaires,  après  suppression  du  facteur  p, 

Izix  cos  (.)  4-  y  sin  i<i){z  —  r  cos  (.»)  —  rz(p  cos  i»  +  x)  —  r-  sin  o)(p  sin  to  4-'//)  ~--  0,  (2) 

en  écrivant   x    et   //  ou  lieu  de   .r,,  et  y^.  On  obtiendra  l'équation  aux  distances  du  point  de  rebrous- 
sement aux  points  de  contact  en  éliminant  m   entre  les  équations  (I)  et  (2).  Remplaçons  d'abord  coso 

par     - — —      dans  l'équation  (2),  qui  devient  ainsi 

2p[.r(p  —  r)  -h  ry  sin  <■>]  —  p[p(p  —  r)  4-  rx]  —  r'^y  sin  w  —  7*p  4-  ç,{o  —  r)*  =  0, 

,,,.,,,    .^  .  p[x(2p  -  Hr)  -  rz] 

M  ou  1  on  déduit  ?in  (->  =  ~ ■ ^  • 

ry(r  -  2p) 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


61 


L'équation  cherchée  est  donc 


ou,  on  supja'iiiiunt  le  l'acteui" 


-  7\^       f^[xi2p  -  3/-)  -  rp]^ 


?-y^{r  -  ^2oy 


if{i'  -  "ioy^o  -  %•]  4-  p[a;(-2p  -  '6)')  -  r^Y  =  0. 

Développons  et  ordonnons 

f[ïif  +  (2a;  -  rf\  -  Qr[%f  +  x{tx  -  r)\J  +  . . .  -  ±,->if  ~  (). 

Écrivons  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  égale  à  une  constante   li  ,    co  qui  donne   pour 
l'équation  du  premier  lieu 

A[4(x-2  -+-  ^'  -  rx)  +  ?•*]  -  ^r\±{x-'  4-  yf)  -  rx\  =^  0 
ou  4(/.-  -  %-){x'  +  f)  ^  2r(3r  -  2Aju,-  +  /.V^  =  0. 

Le  premier  lieu  est  donc  un  cercle  ajant  son  centre  sur  la  tangente  de  rebroussement  à  la 
cardioïde. 

Écrivons  ensuite  que  le  produit  des  rayons  vecteurs  est  constant,  ce  qui  donne 

h\Ux"  +  y''  -  rx)  +  /-^J  -  ^rhf  =  0, 

A'   désignant  la  constante.  Eu  ordonnant,  on  obtient 

Wx"  +  {W  -  2r3)//î  -  Wvx  +  r'h;'  ^  0 

ou  (W  -  %-')if  +  li\^x  -  7'Y  =  0. 

Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  droites  également  inclinées  sur  la  tangente  de  rebroussement  et 

1  1 

qui  sont  réelles  si  l'on  suppose     h^  <  -  H.     Quand     k^  —  -  r\      les  droites  sont  confondues  en  une 

seule  perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

om  résolu  la  question  :  .MM.  Buaillion,  Ulhamuaux  iljcJe  d'Amiens);  de  I'angl. 


197.   —    Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  ses  points  de  rencontre  acee  une  cisso'ide  donnée  cl 
avec  l'axe  de  symétrie  de  cette  courbe  forment  une  division  harmonique. 

L'équation  du  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  des  coordonnées  aux  poiuts  de  rencontre  île 
la  cissoïde. 

x{x-'  +  If)  -  2R//«  =  0, 

et  de  la  droite  ux  +  ri/  +  w  =  0. 

est  la  suivante:  wx{x'''  -h  ij-)  +  '■lRi/\ux  +  vy)  =  0.  (\) 

L'axe  de  symétrie   de  la  cissoïde  ayant  pour  équation    //  —  0,    le  faisceau  tles  quatre  droites  a 
pour  équation 

ivxy[x'''  -f-  y-}  -f-  ^H//^(i/.r  +  ri/)  —0. 

Or,  la  condition  pour  que  le  faisceau 

AoX*  +  iA,a;»y  +  GA,,t'^(/»  +i  Aj.r/y"  -+-  k,i/  -^  0 
soit  harmoni([ue  étant 

A„        A,         Aj 

A.         A,        A,        -  0  , 
A,        A,        A, 
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la  comlitiou  do  l'énoncé  est  exprimée  par  l'équaliou 

0 
1 


0 


1 

0 

0 

w       1 

Eu 

4-  2  Bv 

0, 


c'est-à-dire   vw^  =  0. 

L'enveloppe  se  réduit  donc  à  deux  points  qui  sontrorii>inc  et  le  pointa  l'infini  dans  la  direction  Oy. 

Ch.  BnAiLi.iON,  DuHAMEAux  (lycéc  d'Amiens). 

M.  Gh.  TiRCHi  (Ferrare),  qui  a  trouvé  le  môme  résultat,  a  cherché  en  outre  ce  que  devient  le 
problème  quand  on  remplace  l'axe  de  symétrie  de  la  cissoïde  par  la  perpendiculaire  à  cette  droite 
menée  par  le  point  de  rebroussement.  Le  faisceau  des  quatre  droites  qui  doit  ôtre  harmonique  est 

alors  représenté  par 

icx^x''  +  If)  +  ^'Rxifiiix  +  u?/)  =  0  ; 

la  condition  d'harmonie  est  alors 


w 


IV       Km 
6"^  T 


0 

w       Ku 


IV       Ru 
Ru 


=  0, 


ou,  eu  développant, 


Rii{^       RH-' 

t)  -^  — -  =  *^' 


(-2) 


(tv  +  2RiO»  H-  oiR'u'io  =  0. 
Or,  si  Ion  écrit  que  le  faisceau  représenté  par  l'équation  (1)  a  un  rayon  double,  on  trouve  la 

condition 

(2Rm  +  ivY  +  TlR'vHv  =  0.  (3) 

Ou  obtient  ainsi  l'équation  tangentielle  de  la  cissoïde;  or  si  l'on  compare  les  équations  (2)  et  (3), 

V       .  ,     , 

on  voit  que  l'on  passe  de  l'équation  (2)  à  l'équation  (3)  en  changeant  v  en  — ^  ;  il  eu  résulte  que  si  on 

V  ^ 
cherche  l'équation  tangentielle  de  la  courbe  ayant  pour  équation 


2//' 


2R  -  X 

ou  4(yv/2)»  -(-  x^]  -  2R(yv/2)*  =  0, 

en  écrivant  l'équation  d'une  droite  sous  la  forme 

nx  +  ■—=(y\/'i)  +  w  =  Oi 

v/2 

ou  aura  les  mêmes  calculs  à  faire  que  pour  la  cissoïde;  on  en  conclut  que  l'équation  (3)  est  l'équation 
tangentielle  de  la  courbe  représentée  par  l'équaliou 

2y«  = 


X'' 


2R  -  X 

■^ 


QUESTIONS  PROPOSÉES  63 


CONCOURS  DE   1892  (suitej. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 
Épreuve  définitive. 

Épure. 

On  prendra  comme  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille. 

Un  tétraèdre  régulier  SABC,  S'A'B'C  repose  par  la  face  ABC,  A'B'C  sur  le  plan  horizontal.  Cette  face  a 
pour  centre  le  point     S  :  a;  =  —  S*""",     y  —  dO'"'",    et  pour  sommet  le  point     A  :  x  =  —  il'"'",     y  =  10'^"'. 

On  considère  : 

lo  Le  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  AA',  et  pour  base  la  circonférence  inscrite  dans  la  face 
opposée  SBC,  S'B'C. 

2"  La  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  lesarêtes  (SB,  SB')  (SC,  S'C)  en  lournaut autour  de  la 
verticale  menée  par  le  centre  de  la  face  SBC,  S'B'C. 

Représenter  dans  les  deux  projections,  le  solide  commun  au  cône  et  h  l'hyperboloïde. 
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*234.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCM  dont  trois  sommets  A,  B,  C  sont  fixes,  le  quatrième 

parcourant  une  droite   A  : 

l*'  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  troisième  diagonale    UV    du  quadrilatère  complet;  2°  Étant 

donné  un  point   P   du  lieu,  construire  le  quadrilatère  correspondant. 

(A.  Aldolin.) 

235.  —  Un  diamètre  d'une  ellipse  est  ilonné  eu  grandeur  et  en  position;  son  conjugué  est  donne 

en  grandeur  seulemeut.  Trouver  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse. 

(A.  MoREL,  ingénieur  au  Creuset.) 

236.  —  On  donne  une  ollii)se  E  de  centre  0.  D'un  point  M  ilc  cotlo  elli[)SO  comme  centre, 
avec  OM  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle  C.  Ce  cercle  rencontre  le  grand  axe  de  l'ollipsc  on  un  point  A, 
le  petit  axe  en  un  point  B,  le  diamètre  OM  on  un  point  a  cl  le  tliamotro  conjugué  do  OM  on  un  point  ?. 
Enfin  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  est  rencontrée  par  le  môme  cercle  en  P  et  en  Q.  Le  point  M  décri- 
vant l'ellipse   E,    on  demande  : 

1°  Le  lieu  du  point  [5  ; 

2"  L'enveloppe  de  la  droite  AB; 

3°  Le  lieu  du  point  d'intersection  des  tlroites   AB  et  a8; 

¥  Le  lieu  des  points  P   et  Q. 

(James  Hais.) 

237.  —  On  donne  une  hyperbole  écjuilatèro  il.  Par  son  centre  0  on  l'ait  jiassor  nu  corolo  C  ilo 
contre  10  et  l'on  considère  les  deux  paraboles  P,  P'  qui  passent  par  l'intersection  du  cercle  et  do  l'iiypor- 
bole;  l'une  de  ces  paraboles  P  est  ronconlrée  par  l'axe  focal  de  l'hyperbole  H  on  un  soûl  point  A  à 
distance  liuio,  et  l'autre  parabole  P'  est  ronconlrée  par  l'autre  axe  en  un  seul  point  B  à  dislance 
finie. 
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1"  DiMuoiilrcr  ((lie  les  polaires  A,  A'  du  poiiil  0  pai'  lapporl  aux  [)ai'ubolcs  P,  P'  sont  ]}arallèles 
L't  à  la  iiuMiii.'  ilislance  du  j)oiiil  0,  que  la  droite  AB  est  à  une  distance  nioilié  moindre  du  niônie 
point  et  que  les  axes  îles  deux  paraboles    P.     P'    i)assent  par  le  point  milieu  du  segment    Ow. 

"2"  Le  point  co  décrivant  l'hyperbole  11,  trouver  les  lieux  des  points  d'intersection  des  droites  A,  A' 
par  la  droite   AB,   l'euveloppe  de  la  droite   AB   et  les  lieux  des  sommets  des  deux  paraboles  P,  ?'. 

(James  Hais.) 

238.  —  Étant  donnés  uu  ellipsoïde  et  une  droite  DD'  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  princi- 
paux lie  cet  ellipsoïde,  on  considère  le  triangle  MiM.^M^  qui  a  pour  sommels  les  points  d'intersection 
ilu  plan  principal  considéré  avec  les  trois  axes  du  cône  des  normales  issues  d'un  point  P  de  la 
droite    DD'.    Démontrer  (juc,  lorsque  le  point   P  décrit  la  droite   DD' : 

1"  Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle   MiM.^Mg   est  fixe; 

2"  Le  triangle    Mj^L^Mj    est  inscrit  à  une  conique  fixe  et  circonscrit  à  une  deuxième  conique  fixe; 

3"  Trouver  le  lieu  géométrique  dos  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  cotés  du  triangle  MiM^M^. 

(!'.  l'uiG,  piofesscur  au  lycée  d'Agen.) 

239. — AM,  AM'sont  deux  droites  fixes,  S  un  point  fixe,  SMM'  une  transversale.  Sur  SM  on  décrit 
un  triangle  SMP  directement  semblable  au  triangle  SAM'.  Le  lieu  de  P  est  une  conique  dont  le 
point   S   est  un  foyer.  (GiiNEsii.) 

240.  —  (-''  est  le   centre  d'une  hyperbole,    A     uu  sommet,    AT,    AT'   sont  des  parallèles  aux 
asymptotes.    CTT'   est  une  transversale  qui  lencontre  l'hyperbole  en   P.    Prouver  ([ue   CP"  — CT.CT'. 

(Genèse.) 

241.  —  Si  l'on  pose     tg  (a  -+-  Àt)  —  x  -h  yi,     a,  x  et  y  étant  réels,  prouver  que 

jr-i  _,_  ,y2  _,_  -2x.colg  2a  :=  1. 


(Genèse.) 


242.  —  Pr>juver  que  x  —  "i   divise  le  déterminant: 


X 

-  + 
m 

1 

H           l 

Vu 

1 

— h 
m 

m 
7 

X 

m       n 

1 

n       m 

n 

1^ 

/ 
n 

m 

h 
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n 
m 

X 

et  trouver  le  quotient. 


(Genèse). 


Les  questions  239,  240,  241,  242  sont  extraites  des  examens  de  décembre  1892  du  collège  d'Aberyslwylh  (Uuiversily 
Collège  of  Walcs,  Aberystwylh,  Terminal  Examinalion,  December  1892,  Advanced  Class.) 


VIENNENT   DE  PARAITRE  : 


Cours  (le  méotnùjue,  par  M.  Charles  Biussi;,  professeur  de  malhémalicjues  spéciales  au  lycée  Condorcet. 
Supptcinenl,  contenant  la  Iricjonoinélric  et  la  mécanique,  par  M.  Goiiiiiiuuo  de  L(j.N(jCU.v.mps,  professeur  de  mathémaliquco 

spéciales  au  lycée  Saint-Louis. 
Traité  de  imcanique,  par  M.  V.  J.\mi:ï,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 


ERRATUM 


La  figure  de  la  ({ueslion  224  (p.  4â)  a  été  retournée  par  l'imprimeur  au  moment  du  tirage. 
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NOTE  SUR  LES  PROPRIETES 


DES  FOYERS  DIAMETRAUX  DANS  LES  CONIQUES  ASSOCIEES 


Par  M.  Li.  Ripert. 


La  podaire  des  foyers  d'une  conique  A  étant  le  cercle  G  décrit  sur  l'axe  focal  comme  diamètre, 
les  foyers  F,  F'  de  A  sont  deux  points  fixes,  situés  sur  le  diamètre  commun  à  A  et  G,  que  l'on 
obtient  en  menant  à  A  une  tangente  quelconque,  et,  par  les  points  d'intersection  avec  G,  les  perpen- 
diculaires à  cette  tangente  (c'est-à-dire  ses  conjuguées  par  rapport  à  G). 

Nous  nous  proposons  de  démoutrer  que,  si  l'on  remplace  l'axe  focal  par  uu  diamètre  transverse 
quelconque  et  le  cercle  par  une  conique  quelcon(|ue  G  ayant  avec  A  des  relations  correspondantes, 
il  existe,  sur  ce  diamètre,  deux  points  lixes  F  et  F'  que  l'on  peut  appeler  foyers  diamétraux,  et  pour 
lesquels  on  peut  retrouver  uu  grand  nombre  des  propriétés  connues  des  foyers. 

Définition. — Nous  appelons  co/u'^ue  A  (G)  ou  conique  A  associée  d'une  conique  G,  une  conique  A 
tangente  à  une  conique  G  aux  deux  extrémités  d'un  diamètre.  D'où  il  résulte  que  les  coniques 
associées  A  et  G  ont  un  diamètre  transverse  entièrementcommun  et  son  conjugué  (transverse  ou  non 
transverse)  commun  en  direction  seulement. 


Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  conique  A(G),  si  l'on  mène  à  A  une  tangente  quelconque,  et,  par 
les  points  dlntcrseclion  avec  G,  les  conjuguées  de  celte  tangente  par  rapport  à  G,  chacune  de  ce^  droites 
passera  par  un  point  fixe  (F  ou  ¥')  situé  sur  le  diamètre  transverse  commun. 

Prenant  pour  axe  des  x   le  diamètre  transversc  commun,  et,  pour  axe  des   //,    son   conjugué 

(commun  en  direction),  les  équations  dos  coniques  seront  : 

kif  +  Bx»  -  AB  ^  0    (A),         ky'  +  Ux'  -  AM  ^  0     (G) 


Soit 


("•^  v 


B(A-a») 


A       . 

gento  on     L   a  pour  équation 

y  =  - 


f     un  point    L   de    A;    la    tan- 
V  A» 


v/A(A  -  a»)  \/A  -  a» 

Elle    coupe   G   aux  points   N,  N'   iit)nt  les  coordonnées  sont  : 


X  = 


ABa  ±  (A  -  a»)v/AM(M  -  D) 
Ba'^  +  M(A  -  a») 


y  = 


y/ A  -aVMy/ALJ  ^  av/BM(M  -  B); 

Ba«  +  M(A  -  a») 


PROPRIÉTÉS  DES  FOYERS  DIAMÉTRAUX 


Les  droites  NF,  N'F',   coujuguées  de  NN'    par  rapport  5   C,   ont  pour  équations 

V  A  -    a»[M  v^Âll  ziz  V.  v/RMÎM  -  H)j  _  Mv/A  -   a»     f^         ABa  ±  (A  -  a')v/AM(M  -  B)' 


.'/  - 


Ha-^  4-  iM(A  -  a-^) 


v/AB. 


b- 


Ba*  +  M(A  -  a»j 


/A(M  -  B) 
Cette  équaliou  est  satisfaite,  quel  que  soit  a,  par         {x  =  ±  i/ — ,      «/  r=  0)  ;         ce  qui 

démontre  l'existence,  sur  le  diamètre  commun    Ox,    des  foyers  diamétraux   F,  F',    équidislants  du 
centre. 

Remarque.  —  Les  foyers  diamétraux  de  A(C)  existent  toujours  quand  les  coni{{ues  associées  sont 
d'espèces  différentes  (ellipse  et  hyperbole);  ils  ne  sont  réels  pour  des  coniques  de  même  espèce  (deux 
ellipses  ou  deux  hyperboles)  que  si  A  est  intérieure  à  C;  ce  qui  explique  pourquoi  il  n'y  a  pas  de 
foyers  principaux  correspondant  au  petit  axe  d'une  ellipse. 

Réciproquement,  Étant  donnés  deux  points  F,  F'  équidislants  du  centime  et  sur  un  diamètre  transverse 
d'une  conifjue  A,  on  peut  toujours  assoeier  à  A  une  conique  C  pour  laquelle  F  et  F'  seront  les  foijc?'s 
diamétraux  de  A(C). 

En  effet,  soit  A//*  +  Bx"  —  AB  —  0  l'équation  de  A  rapportée  au  diamètre  FF'  et  à 
sou    conjugué,    et    soient  x  =    ±.  f    les   abscisses   de     F,    F'.     Celles   des   foyers   diamétraux  de 


X{k}f  4-  Mx»  -  AM  =  0) 
A(M  -  B) 


-  r. 


ou 


M 


étant 
AB 


X  —  ± 


i 


A(M  -B) 
M        ' 


ces  points  seront     F  et  F'      si  l'on  a 


Il  faut  donc  associer  à    A:     (A  —  f'^)tf  +  Ba;'^  —  AB 


0. 


M  '   '  A  -  /•» 

Ceci  posé,  on  démontrerait  de  même,  sans  autre  difficulté  qu'un  calcul  plus  ou  moins  laborieux, 
tous  les  théorèmes  énumérés  ci-après  et  beaucoup  d'autres  que  l'on  peut  imaginer  par  analogie  avec 
les  propriétés  connues  des  foyers.  Cette  démonstration  est  d'ailleurs  inutile,  car  nous  prouverons  plus 
loin,  géométriquement  et  eu  une  seule  fois,  que  tous  ces  théorèmes  sont  exacts,  dès  que  l'exactitude 
existe  pour  les  théorèmes  connus  dont  leur  énoncé  est  déduit  et  qui  sont  rappelés  en  regard. 

Nous  appelons  (/«Vec/rice  rfîamc7/-a/e  correspondant  au  foyer  diamétral    F   d'une  conique   A(C),    la 


polaire   de  ce  point  par  rapport  à   A.  —  Aux  foyers  diamétraux         {x  —   ±  kl 
correspondent  respectivement  les  directrices  diamétrales:     x  —  —  \/  ■ 


A(M  -  B) 
M       ' 


y  =  0) 


AM 


M  -   B 


RlPPEl  DES  PROPRIÉTÉS  «ES  FOYERS  ET  DIRECTRICES 

(2)  Si  l'on  mène  la  tangente  en  un  point  L 
d'une  conique  A,  puis  le  rayon  vecteur  F'L, 
et,  par  l'autre  foyer  F,  la  perpentliculaire 
FM  à  la  tangente,  le  lieu  du  point  M  d'inter- 
section de  F'L  et  FM  est  un  cercle  C  ayant 
F'  pour  centre  et  un  diamètre  double  de 
l'axe  focal. 


l'IlOI'RIÈTtS  (ORRESI'OMIANTES  DES  FOYERS  ET  DIRECTRICES  DIAMÉTRAUX 

Théor.  II.  —  Étant  donnée  une  conique  A(C),  si  l'on 
mené  la  tangente  en  un  point  L  de  A,  puis  le  rayon  vecteur 
V'L,  et,  jmr  l'autre  foyer  diamétral  F,  la  conjuguée  F )il  de 
cette  tangente  par  rapport  à  C,  le  lieu  du  point  M  d'inter- 
■scci.ion  de  F'L  et  FM  est  une  conique  C  ayant  F'  pour 
rrn/re,  un  diamètre  suivant  VV  double  du  diamèire  trans- 
verse commun,  semulviilk  a  C  et  semblaulement  placée  (♦). 


(*)  Nous  supprimerons  dorénavant  les  mots  imprimés  en  majuscules,  étant  entendu  que  toutes  les  coniques  C, 
C"  ou  Cn  sont  toujours  semblables  et  semblablcment  placées. 
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(3)  Le  rayon  vecteur  FM,  mené  d'un  foyer 
d'une  conique  A  au  point  de  concours  M  de 
Jeux  tangentes  dont  les  points  de  contact 
sont  T  et  T',  est  la  bissectrice  de  l'angle 
TFT'  (ou  de  son  supplément). 


(4)  Si, par  les  deux  foyers  d'une  conique  A, 
on  fait  passer  un  cercle  Ci,  coupant  A  en  un 
certain  point  M  et  l'axe  non  focal  en  D  et  E, 
l'une  des  cordes  MO,  ME  est  la  tangente  et 
l'autre  la  normale  eu  M. 

(5)  Le  diamètre  conjugué  d'une  corde  DE 
d'uue  conique  A  et  la  perpendiculaire  abais- 
sée sur  cette  corde  d'un  foyer  se  coupent 
sur  la  directrice  correspondant  à  ce  foyer. 

(6)  La  polaire  d'un  point  M  de  la  directrice 
correspondant  au  foyer  F  passe  par  ce  foyer 
et  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  FM. 


(7)  Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  foyer  d'une  hyperbole  sur  une  asymptote 
appartient  à  la  directrice  correspondant  à  ce 
foyer. 


Théor.  III.  —  Le  rayon  vecteur  FM,  7nené  d'un  foyer 
diamélml  d'une  conique  A(G)  au  point  de  concours  M  de 
deux  tangentes  à  A  dont  les  points  de  contact  sont  T  et  T, 
est  la  médiane  du  triangle  formé  par  les  rayons  vecteurs 
FT,  FT'  (ou  le  prolongement  de  l'un  d'eux),  et  une 
conjuguée  de  FM  par  rapjwrt  a  (J. 

Théor.  IV.  —  S/,  par  les  deux  foyers  diamétraux  d'une 
conique  A  (G),  on  fait  passer  une  conique  Ci,  coupant  A 
en  M  et  le  diamètre  conjugué  du  diam^t7'e  transverse  commun 
en  D  et  E,  l'une  des  cordes  MB,  ME  est  la  tangente  à  A 
en  M,   et  l'autre  sa  conjuguée  par  rapport  à   G. 

Théor.  V.  —  Le  diamètre  conjugué  d'une  corde  DE 
d'une  conique  A  et  la  conjuguée  de  cette  corde  par  rapport 
à  G  înenée  d'un  foyer  diamétral  de  A(G,i  se  coupent  sur 
la  directrice  diamétrale  correspondant  à  ce  foyer. 

Théor.  VI.  —  La  polaire  par  rapport  à  A  d  un  point  M 
de  la  directrice  correspondant  au  foyer  diamétral  F  de  A  (G) 
passe  par  ce  foyer  et  est  conjuguée  par  rapport  à  G  du 
rayon  vecteur   FM. 

Théor.  VII.  —  Etant  donnée  une  hyperbole  H  (G),  le 
point  de  rencontre  d'une  asymptote  de  H  avec  sa  conjuguée 
par  rapport  à  G  menée  d'un  foyer  diamétral  appartient  à  la 
directrice  correspondante. 


DKFiNrnoN.  —  Deux  coniques  diamétralement  homofocales   A(G)  et  A'(C)  sont  des  coniques    A  et  A 
associées  de  coniques  semblables  et  semblablcment  placées  G  et  C  et  ayant  les  mêmes  foyers  diamé- 
traux  F  et  F'. 

On  trouve  facilement,   pour  les  équations  de  ces  coniques,    2/"  étant  la  distance  des  foyers  dia- 
métraux communs  et  le  diamètre    FF'   étant  pris  pour  axe  des  .r  : 


Ay'  4-  Mx'  -  AM  =  0  ) 

ky  -f-  Mx^  -  A'M  =  0  ) 


A  (G) 


A'(G') 


l'IlOrillKTKS  IIKS  COMQl ES  IIOMOFOCAIBS 

(8)  Deux  C()ui([ues  liomolocalos  so  coupent 
orthogonulcment,  en  des  points  réels  ou  ima- 
ginaires. 


l'IlOI'lllETÉS  (;OllltESl'0?in\>TES  IIKS  COIIQI  ES  HHMETRaEIEn  IIOIOKOrtlES 

Théor.  VIII.  -  Dcu  r  coinquis  diamétralement  homo- 
focales A(G)  (7  A\G')  se  coupent,  en  des  points  réels  ou 
imaginaires,  sous  des  angles  conjugues  par  rapport  à   G. 


68 


PROPRIÉTÉS  DES  FOYERS  DIAMÉTRAUX 


(9i  La  tangeute  MT  e:i  un  point  M  d'une 
couiiiue  A  est  la  bissectrice  do  l'angle  formé 
par  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  une 
eoui(jue  honiorocale  A'  (ou  de  son  supplé- 
ment), 

(10)  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  deux  couiijues  liomofocales 
est  un  cercle  concentrique. 


(ll^i  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée 
par  rapport  ii  toutes  les  coniques  liomo- 
focales est  une  droite  perpendiculaire. 

(12)  On  obtient  un  lieu  unique  du  troi- 
sième degré  en  cherchant  :  1°  le  lieu  des 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
toutes  les  coni(|ues  liomofocales  d'un  poini 
donné  P  ;  2°  le  lieu  des  pieds  des  normales 
menées  de  ce  point  à  ces  coniques;  3"  le  lieu 
des  projections  du  point  P  sur  ses  polaires 
(Conc.  Gén.,  i840j. 

(13)  Si,  par  un  point  P  donné  sur  une 
conique  A,  on  fait  passer  uu  cercle  C,  de 
rayon  quelconque  tangent  à  A  eu  P,  le  lieu 
du  point  de  rencontre  des  tangentes  com- 
munes à  A  et  C,  est  la  conique  A'  pas- 
sant par  P  et  homofocaie  à  A  (Conc.  Gén., 
1844)  (*). 

(14;  Les  polaires,  par  rapport  à  une 
conique  A,  des  points  du  cercle  concen- 
trique C,  (lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  A)  enveloppent  une  ellipse 
homofocaie  A'  (Conc.  Gén.,  1846j. 


Théor.  IX.  —  Iai  langcnlc  MT  en  un  point  M  d'une 
conique  A(C)  est  la  médiane  du  triangle  formé  par  les  tan- 
t/entes numées  de  ce  point  à  une  conique  diamétralement 
homofocaie  A'(C')  (ou  le  prolongement  de  l'une  d'elles) 
cl  une  conjuguée  de   MT  par  rapport  à    C. 

Théor.  X.  —  Le  lieu  des  sommets  des  angles  conjugués 
pu/'  rapport  à  C  et  circonscrits  à  deux  coniques  diamétra- 
lement liomofocales  A(C)  et  A'(C')  est  une  conique  C", 
concentrique. 

Théor.  XI.  —  Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  donnée 
par  rapport  à  toutes  les  coniques  diamétralement  homo focales 
A"  (G")  est  une  droite  conjuguée  par  rapporta  C. 

Théor.  XII.  —  On  obtient  un  lieu  unique  du  troisième 
degré  en  cherchant  :  f"  le  lieu  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  d'un  point  P  à  toutes  les  coniques  diamétra- 
lement homo  focales  A"(C")  ;  £°  le  lieu  des  pieds  des  droites, 
issues  de  P  et  qui  coupent  ces  coniqua  sous  un  angle 
conjugué  par  rapport  à  C  ;  -"i"  le  lieu  des  points  de  rencontrée 
des  polaires  de  P  par  rapport  à  A  el  de  leurs  conjuguées 
par  rapport  à   C  passant  par   P. 

Théor.  XIII.  —  Si,  par  un  point  P  donné  sur  une 
conique  A,  on  /ait  passer  une  conique  Cj  tangente  à  A 
en  P  et  toujours  semblable  à  elle-même,  le  lieu  du  point  de 
rencontre  des  tangentes  communes  à  A  et  C^  est  la  conique 
A\C')  passant  par  P  et  diamétralement  homofocaie  à  A(C). 


Théor.  XIV.  —  Les  polaires,  par  rapport  à  une 
conique  A,  des  points  de  la  conique  concentrique  C^  (lieu 
des  sommets  des  angles  circonscrits  à  A  et  conjugués 
par  rapport  à  une  conique  donnée  C„)  enveloppent  une 
conique  A'(C'j  diamétralement  homofocaie  à  A(C)  et  de 
même  espèce  que   Gq. 


Nota.  —  Les  théorèmes  14  et  XIV  sont  des  cas  particuliers  du  suivant  (XIV^'^j  :  l'enveloppe  des 

volaire-s  des  points  d'une  conique  C  par  rapport  à  une  conique  A  est  une  conique  B,  qui  est  une  ellipse,  une 

"trabole,  ou  une  hyjierbole  selon  que  le  centre  de  A  est  à  l'intérieur,  sur  le  périmètre  oii  à  l'extérieur  de  C. 

Démonstration.  —  11  s'agitde  prouver  maintenant  que  les  théorèmes  I  à  Xl\  et  tous  théorèmes 
du  même  genre  sont  vrais  dès  que  les  tbéorèmes  correspondants  1  à  11  le  sont. 


[*}  Voir  la  Revue  de  Mathématiques  spéciales,  2*  aaoée,  n'  11,  p.  358. 
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Soit  une  conique    a(c),  ou  a'(c'),     associée  de  son  cercle  principal  et  dont  les  foyers  sont    /"et/"'. 

Projetons -en  honiographiquement  tous  les  points  sur  une 
droite  quelconque  UV  en  réduisant  (ou  augmentant)  toutes 
les  ordonnées  dans  un  rapport  quelconque  mais  constant  A-. 
Les  coniques  a{c),  a'{c')  deviennent  les  coniques  A(C),  A'(G') 
associées  aux  ellipses  G,  G'  comme  les  premières  étaient  asso- 
ciées aux  cercles  c,  c'.  Les  foyers  /",  f  donneni  des  points 
F,  F'  qui  ne  sont  plus  foyers  des  coniques  A,  A',  mais  qui 
sont  des  points  fixes  situés  sur  le  diamètre  transverse  SS' 
correspondant  de  l'axe  ss'.  Les  diamètres  rectangulaires  de  c,  c' 
donnent  les  diamètres  conjugués  de  G,  C',  ellipses  semblables 
et  semblablement  placées  comme  toutes  autres  ellipses  qui 
proviendraient  de  cercles  de  la  figure  primitive;  les  coniques 
homofocales  deviennrnt  donc  diamétralement  homofocales  et 
associées  à  des  ellipses  concentriques  et  semblables.  Toutes 
les  droites  primitivement  rectangulaires  deviennent  conju- 
guées par  rapport  à  C,  G',  .  . .  Les  points  en  ligne  droite 
demeurent  en  ligne  droite,  et  le  rapport  de  leurs  distances 
n'est  pas  changé;  les  tangentes,  enveloppes,  polaires,  etc., 
restent  tangentes,  enveloppes,  polaires,  etc.,  dans  des  con- 
ditions correspondantes;  la  bissectrice  de  l'angle  au  sommet  d'un  triangle  isocèle  devient  la  médiane 
du  triangle  correspondant,  etc.  D'ailleurs,  les  coniques  a  ou  a',  la  droiie  UV,  le  rapport  /.  et  l'incli- 
naison des  droites  projetantcG  étant  quelconques,  A  ou  A'  est  une  conique  ([iielconque  associée  d'une 
ellipse  G  ou  G'  quelconque.  En  sorte  que,  tout  théorème  qui  ne  concerne  (jue  des  propriétés  du  genre 
de  celles  rappelées  ci-dessus  est  démontre  pour  A  (G,  ellipse)  lorsqu'il  l'est  pour  a  (c,  cercle);  il  est 
par  suite  démontré  pour  A  (G,  parabole),  car  la  parabole  n'est  qu'une  ellipse-limite.  Nous  disons  de 
plus  qu'il  s'applique  toujours  dès  lors  à  A  (G,  hyperbole). 

Prenons  un  exemple.  —  11  est  dorénavant  démontré   que,     A     étant   une   conique   quelconque, 

et  G  une  ellipse  associée  quelconque 

les  conjuguées  par  rapport  à  G  d'une  tangente  quelconque 
h  A  menées  de  ses  points  de  rencontre  avec  G  passent  par 
les  points  fixes  F,  F'.  Laissant  Cwo  la  conique  .\  (hyper- 
bole, par  exemple),  faisons  varier  X  do  0  à  -  oc.  Il  est 
facile  de  voir  ([ue  F,  V  sont  à  l'infini  pour  l  0,  et  en  S,  S'  pour  X  :--  -h  oc.  Donc.  \e  liou  dos  points 
F,  F'  pour  toutes  les  coniques  G  ellipses  (pour  lesciuelles  le  théorème  est  démontré)  se  compose  des 
segments  ST,  S'T'  du  iliamètre  commun,  les  points  S,  S'  correspondant  à  la  variété  de  parabole 
G'(rc*  —  A  ^  0).  Or,  l<i  droite  SS'  ne  peut  présenter  en  S  et  S'  doux  brusques  points  d'arrêt; 
la  parabole  G'  est  d'ailleurs  la  coni([uo  (!<>  transition  entre  G  ellipse  ot  G"  hyperbole.  Di^'s  lors,  lo 
segment  SS'  du  diamètre  commun  ne  pont  être  que  lo  liou  des  points  fixes  F,  F'  pour  les  coniques 
G  hyperboles  correspondant  à  dos  valeurs  négatives  de  X  (on  partant  de  X  —  —  x  ,  valeur  qui  cor- 
respond également  à  la  parabole  G'). 

Un  raisonnement  analogue  est  applicable  à  tous  les  théoromos  ilu  même  c:onro.  11  poutsc  résumer 
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comme  il  suit  :  Tout  tln^orèiiu\  dcinontri'  pour  un  cercle  C,  (lonn  ses  relalions  de  position  avec  des  (lroite.<i  ou 
coniques  </uelc(vu/ue.^,  est,  par  le  fait,  démontre  pour  une  ellipse  E  et  par  suite  pour  une  parabole  P;  il  s'étend 
(lés  lors  à  une  lii/perbole  H  et  est  vrai  par  conséquent  pour  une  conique  quelconque. 


A  titn>  do  vérification  analytique  des  considérations  précédentes,  démontrons  le  tlu'arème  XIV, 
(jui  est  un  cas  particulier  du  théorème  XIV  his. 

Théorème  XIV  ^^^.  —  Venveloppe  dca  polaires  des  points  d'une  conique  C  par  rapport  à  une  conique 
A  est  une  conique  B  qui  est  ellipse,  parabole  ou  hyperbole  selon  que  le  centre  de  A  est  à  l'intérieur,  sur  le 
])(  ri  mètre  ou  n  l'cvlèrieur  de  C. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  diamètres  conjugués  de  C.  Soit 

Ma;-  +  ^y  -  MN  =  0, 
son  équation  et 

kx'  -h  "2B.r?/  +  Of  -+-  Wx  -i-  2E(/  +  F  ^  0, 
l'équation  de  A. 

/                        /M(N  -  a*j\       ,     ,,  ,         ^. 

La  polaire  par  rapport  à  A  d  un  point     U,  ;3  =  ±  W tt j     de  C  a  pour  équation 

/M(N  —  a*) 
(A.V  4-  B,y  +  D)a  ±  (B.r  +  C//  4-  EW  -^^^^^ -'  +  Dx  +  E;/  +  F  =  0. 

équation  qui,  rendue  rationuelle,  devient 

9(a)  =  [XiAa;  +  B//  +  D)*  +  M(Bx  +  C//  +  E)«]a^  +  2N(Aa;  +  By  +  D)(D.x  -h  Ey  +  F)a 

+  N[(Da;  +  Ey  +  Fj^  -  M(Ba;  +  Cy  +  E;^]  =  0, 

d'où  l  9;  =  [N(Aj;  +  B//  +  Dy  +  M(B.r  +  Cy-h  E)*]a  +  N(Aa;  +  By  +  D)(Dœ  -\-Ey  +  F). 

En  éliminant  -l  entre  o  =  0  et  9'  =  0  et  supprimant  un  facteur  commun,  on  obtient  pour  équation 
de  l'enveloppe  cherchée 

N(Aa;  +  B.y  -1-  D)»  -l-  M(Bx  +  Cy  4-  E)^  -  (Da;  -f-  Ey  4-  F)^  =  0  (B) 

ou  (NA»  4-  MB»  -  D»j.r'^  -H  2(NÂB  +  MBG  -  DE)a;i/  4-  (NB^  +  WC?  -  E')y'  4-  . . .  =  0. 

Cette  conique  B  sera  ellipse,  parabole  ou  hyperbole  selon  que  l'on  aura 

(NAB  4-  MBC  -  DE)*  -  (NA*  4-  MB»  -  D*)(NB«  +  MC»  -  E"^)  ^0, 
,/GD-BEV       ,,/AE  -  BD\*       ,.^t  <  a 

ce  qui  démontre  le  thôorème  énoncé. 

Cas  particulier  (lliivréme  M  V).  —  Si  la  conique  A  a  pour  équation  Ay'^  4-  Bx"^  —  AB  =  0,  et  que 
la  conique  C  (ou  G,)  soit  le  lieu  des  sommets  des  angles  circonscrits  à  A  et  conjugués  par  rapport  à 
une  conique  donnée  Go  (Mx*  4-  Niy'^  4-  ...  =  0),  on  trouve  facilement  pour  rc([uation  do  G, 

Mx'  4-  N.//'^  -  (AM  4-  BN)  =r  0, 

et  dès  lors  l'équation  de  la  conique-envelo])pe    B(ou  A')    est  (en   faisant  les  changements  de  lettres 

convenables  dans  l'équation  B)  : 

A«B'^MN 

•'  AM  4-  BN 

Cette  conique  est  toujours  de  même  espèce  que  Cn- 
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Ea  assoeianl  les  coniques   A  et  A'  à  des  coniques  C  et  C  semblables  à  Co.  les  équations  peuvent 
s'écrire  : 

Aif  -+■  Bx-"  -  AB  =  0  \ 

AM  A^M       ^  (  ^^^^ 

A*M  B^N  A^B^MN 


AM  +  BN  ^   ^  AM  +  BN  ^^'  ~  (AM  +  BN)^  ~ 

km         ^  A^M^  A*M3  _     '  ^'^^'^ 

AM  +  BN  ^'  "^  N(AM  +  BNj  ~  N(AM  +  BN)^   ""  ^ 

Pour  l'une  comme  pour  l'autre  de  ces  coniques  associées,  on  trouve    /  —  i/ ;        elles 


sont  donc  diamétralement  homofocales. 


c.  Q.  F.  It. 


Remarque.  —  On  a  admis  ci-dessus  que  les  diamètres  conjugués  choisis  pour  axes  sont  communs 
aux  coniques  concentriques  A  et  G^,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  l'on  puisse  former  la  conique  A(C). 
Mais,  d'ailleurs,  il  est  facile  de  démontrer  que  deux  coniques  quelconques  ont,  en  général,  un  sysléme  de 
directions  conjuguées  commun.  Ce  système  est  toujours  réel  quand  les  deux  coniques  sont  deux  ellipses 
ou  une  ellipse  et  une  hyperbole;  il  peut  être  imaginaire  quand  il  s'agit  de  deux  hyperboles. 
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154.  —  Trouver  l'enveloppe  des  axes  des  co7iiques  tangentes  à  deux  droites  données  en  d("<  points  donnés. 
Etant  donnée  une  tangente  à  l'enveloppe,  reconnaitre  le  genre  de  ta  conique  dont  elle  est  un  a.ce. 

Ox  et  Oy  étant  les  deux  droites  données,    A{a,  0)   et  B(0,  h)    étant  les  ileux  points  donnés,  les 
équations  tangentielles  des  points  0,  A,  B  sont  respectivement 

w  =  0,         au  +  w  =  0,         bv  -h  w  =  0; 
par  conséquent,  l'équation  tangentielle  générale  des  coniques  tangentes  aux  axes  aux  points  A  et  B  sera 

f'{u,  V,  w)  =  {au  ■+■  îv){bv  4-  w)  ■+-  lir^  —  0.  [D 

Pour  ([u'uno  droite  (m,  v,  >r)  soit  un  axe  de  cette  conique,  il  faut  que  le  pôle  do  cette  ilroite  soit  à 
l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire.  Or  ce  jxMe  a  jiour  coordonnées  homogènes   /'„,  /',.,  f',,.;   la 

droite  ({ui  joint  l'origine  à  ce  point  a  pour  coellicient  angulaire   ^.,' ,  ou  aura  donc  pour  déterminer  les 

axes  de  la  conic^ue  (1)  les  deux  équations 

/■;,.  -:  0,  (2) 

u  /■;,     //■;,    u\ 

1  —      •  -  -I-     ,., CCS  6=0, 

''    /„        V„       r/ 
0  désignant  l'angle  a:()i/. 

Kn  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  on  aura  ré(|Ui>tit)n  tangentielle  d»^  l'cMneloppe  deniandéiv 
La  deuxième  équation  peut  s'écrire 

f',.{u  —  V  cos  0)  —  f',\r  —  i(  C(ts  0)  --  0. 
ou  b{au  -4-  w){u  —  V  cos  Oi  —  a(hr  4-  >r)(r  —  u  cos  0)  ^  0.  (3) 
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Cette  éiiuatiou  no  rcnfonnaiil  pas  le  paramètre  X  est  l'équaiiou  de  l'enveloppe. 
Ou  voit  qu'elle  représente  une  couiciue  inscrile  dans  un  ([uadrilatôre  dont  les  soramels  consécutifs 
sont  les  points  qui  ont  pour  iMiualions  tangeutielles  respectivement 

au  -h  UJ  =  0,         bv  -+-  ir  -^-  0,         u  —  v  cos  0  =  0,         v  —  u  cos  0  —  (1; 

c'est-ù-dire  les  points   A,  B   el  les  points  à  l'iiitiiii  dans  les  directions  perpendiculaires  à   Ox  et  Oy. 
L'un  des  côtés  du  quadrilatère  étant  la  droite  de  l'inlini,  l'enveloppe  est  une  parabole  tangente  à  la 
droite  AB.   à  la  droite  AP  perpendiculair(>  à  O.r  et  à  la  droite  BQ  perpendiculaire  à  Oy. 
L'équation  (3)  peut  encore  s'écrire 

ah{u-  —  r-)  +  ui('{b  4-  a  cos  0)  —  vic{a  -+-  b  cos  0)  —  0. 

Sous  cette  formi'  on  reconnaît  que  la  direction  de  l'axe  a  pour  paramètres  directeurs  b  +  a  cos  0 

et  —[a  -\-  b  cos  0),  c'est-à-dire  que  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  droite  joignant  le  point  0  au  milieu  I 

de  AB.  On  voit  en  outre  que  les  coordonnées  des  tangentes  issues  du  point  0  à  cette  parabole  satisfont 

à  la  relation 

u"-  -  v^  =  0, 

c'est-à-dire  que  ces  tangentes  sont  les  bissectrices  des  axes  de  coordonnées.  Le  point  0  est  donc  sur 
la  directrice,  qui  se  trouve  être  ainsi  la  droite  01  puisque  cette  droite  est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Eu  résumé,  l'enveloppe  demandée  est  une  parabole  qui  a  pour  directrice  la  droite  01,  qui  est 
tangente  aux  droites  AB,  AP,  BQ  et  aux  bissectrices  de  l'angle  xOy.  On  aura  aisément  le  foyer  en 
prenant  les  symétriques  de  la  directrice  par  rapport  à  deux  des  tangentes. 

On  pouvait  reconnaître  plus  rapidement  que  la  droite  01  était  la  directrice,  en  observant  que  cette 
droite  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  (1)  et  que  de  chaque  point  de  cette  droite  on  peut  mener 
deux  tangentes  rectangulaires  à  la  parabole,  qui  sont  les  deux  axes  de  la  conique  dont  le  point 
considéré  est  le  centre. 

Cherchons  maintenant,  étant  donnée  une  tangente  à  l'enveloppe  {u',  v\  w'),  quel  est  le  genre  de 
la  conique  dont  elle  est  un  axe. 

L'équation  tangentielle  des  points  de  rencontre  de  la  conique  (1)  avec  la  droite  de  l'infini  est 

if:,)'  -  4/-(0,  0,  {)f{u,  V,  w)  -  0, 
c'est-à-dire  a'w»  -  2(1  +  2X)a6uy  +  hH""  =  0. 

Cette  équation  donne  les  coefficients   directeurs  des  directions  asymptotiques.    Pour  que   ces 

directions  soient  réelles,  il  faut  qu'on  ait 

(2X  +  1)*-  1  >0 

ou  À(X  +  1)  >  0.  (4) 

Telle  est  la  condition  pour  que  l'équalion  (l)  représente  une  hyperbole.  Si  X(X  4- 1)  <0,  Téquation 
représente  une  ellipse;  enfin,  soit  X(X-i-l)  =  0;  ou  bien  X  =  0  :  la  conique  se  réduit  aux  deux  points  A 
et  B;   ou  bien   X  -+-  1  =  0  et  l'équation  (1)  représente  une  parabole,  la  seule  du  faisceau. 

Cela  posé,  soient  u',  v\  w'  les  coordonnées  d'une  tangente  T  à  l'enveloppe/  On  a  la  conique  dont 
cette  droite  est  un  axe  en  écrivant  que  u',  v',  w'  satisfont  à  l'équation  (-2).  On  a  ainsi 

au'  -h  bv'  +  1[\  +  l)w'  =  0. 

Ou  en  déduit  la  valeur  de  X  correspondante,  et  en  remplaçant  dans  la  condition  (4)  on  obtient 

{au'  +  bv'  -f-  2w'){au'  -r-  bv')  >  0.  (5) 

Il  s'agit  d'interpréter  géométriquement  celle  condition.  Eu  égalant  à  zéro  successivement  les  deux 
facteurs  qui  figurent  dans  le  premier  membre,  on  obtient  des  conditions  qui  expriment  que  la  droite  T 
passe  par  le  point  I  et  par  le  point  à  l'infini  de  la  droite  OL  Le  signe  du  premier  membre  dépendra 
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donc  de  la  position  de  la  droite  par  rapporta  ces  deux  points,  c'est-à-dire  de  la  position  du  point  de 
rencontre  C  de  la  droite  T  et  de  la  droite  01. 

aïo' 


Ce  point  G  a  pour  abscisse 


,        ,  ,,     le  point  I  a  pour  abscisse    —,     la  différence  est 
au   +  oy  2 

aw'  [au   -H  bv'  +  2w')a 


au'  +  bv' 


au 


bv 


et  cette  différence  a  le  même  signe  que  le  premier  membre  de  l'inégalité  (o),  en  supposant  a  >  0. 

Donc,  dans  le  cas  de  notre  figure,  si  le  point  G  est  à 
droite  du  point  I,  la  droite  T  est  axe  d'une  ellipse;  si  le 
point  G  est  à  gauche  de  I,  T  est  axe  d'une  hyperbole; 
quand  le  point  G  est  en  I,  il  y  a  deux  droites  T  correspon- 
dantes passant  par  ce  point,  la  droite  AB  d'une  part  et  la 
perpendiculaire  au  point  I;  ces  deux  droites  sont  les  axes 
de  la  conique  formée  par  les  deux  points  A  et  B.  Enfin,  si 
la  droite  T  est  parallèle  à  AB,  elle  est  axe  de  la  parabole 
du  faisceau  (1). 

Soient  H,  K,  S  les  points  de  contact  do  l'enveloppe  avec 
la  droite  AB,  la  tangente  perpendiculaire  passant  par  le 
point  I  et  la  tangente  parallèle  à  01  (qui  est  la  tangente  au 
sommet  de  l'enveloppe). 

Toute  tangente  à  la  parabole  dont  le  point  de  contact 
se  trouve  entre  H  et  S  ou  sur  la  briinche  infinie  parlant 
du  point  K  dans  le  sens  de  la  tlèche,  est  axe  d'une  ellipse; 
si  le  point  do  contact  se  trouve  entre  S  et  K  et  sur  la 
branche  infinie  partant  de  H,  la  tangente  est  axe  d'une 
hyperbole.  La  tangente  en  S  est  axe  de  la  parabole  du 
faisceau  (1)  et  les  tangentes  en  H  et  K  sont  les  axes  de  la  conique  singulière  formée  par  les  deux 
points  A  et  B. 

Ont  résolu  cette  question  :  MM.  Auzeham  (lycée  Louis-le-Grand)  el  H.  Chéronnbt  (collège  Chaptal). 


155. —  On  considère  toutes  les  coniques  (G)  tangentes  à  une  droite  en  un  point  donné  et  ayant  pour 
foyer  un  point  donné. 

/"  Par  un  point  du  plan  il  passe  deux  de  ces  coniques;  reconnatlrc  leur  genre. 

2°  Lieu  des  sommets  de  l'axe  focal.  Etant  donné  un  point  du  lieu,  reconnailre  le  genre  de  la  conique  dont 
il  est  un  sommet. 


1"  Je  prends  pour  axe  dos  x  la  tangente  donnée  et  pour  axe  dos  v  une  pcrpoiuliciilaire  passant 
par  le  point  de  contact. 

Soient  a.  b  les  coordonnées  du  foyer  donné  F;  l'équation  générale  des  coniques  (G)  sera  ilo  hi  forme 

{X  -  ay  4-  (//  -  t))-'  -  (/.c  +  1111/  +  /()»  -  :  0.  (1) 

avec  les  conditions  h*  =  a'^  -+-  b-, 

a  +  //t  :-  0, 

qui  expiinuMit  (pie  la  conique  est  tangcMite  à  l'origine  à  Va\o  (h's  .r.  Ges  conditions  permettont  de 
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considérer  //  comiiif  constant,  ainsi  que  /;  on  pourra  supposer  par  exemple 


a 


h  =  -¥  \/(i^  +  b\  I  ^ :  (2) 

y/a»  +  6» 

car  on  peut  choisir  arbitrairement  le  signe  d'une  des  trois  quantités  /,  m  ou  h. 

L'équation  (I)  ne  renferme  donc  que  le  seul  paramètre  m,  et  comme  ce  paramètre  figure  au  second 
degré,  on  eu  conclut  que  par  tout  point  {x,  y)  du  plan  il  passe  deux  des  coniques  (G).  Les  valeurs 
de  m  correspondantes  sont  racines  de  l'équation  (I)  et  par  suite  sont  toujours  réelles,  car  on  peut 
résoudre  l'éciuation  en  écrivant 


Ix  +  my  -h  /i  =  ±:  \/{x  —  ay  ■+■  {ij  —  6)*, 

et  la  quantité  sous  le  radical  est  toujours  positive. 

On  en  conclut  que  les  deux  coniques  qui  passent  par  un  point  quelconque  du  plan  sont  réelles 
puisqu'elles  admettent  un  foyer  réel  et  une  directrice  réelle. 

Cherchons  maintenant  quel  est  leur  genre.  Le  discriminant  des  termes  du  second  degré  dans 

l'équation  (1;  est 

5  -  1  -  /»  -  iii\ 
ou,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  /, 

^* 
h  = m\ 

Il  nous  faut  trouver  le  signe  de   o  pour  les  racines  7n'    et  m"    de  l'équation  (I),  c'est-à-dire  le 

signe  des  expressions 

b'  .  .„        6^ 

m' 


h^ 

/>■ 

w'^ 

8"  z 

h^ 

h- 

et  pour  cela  nous  comparerons  les  nombres    ±  -   aux  racines  de  l'équation  (1).  En  désignant  par 
(m)   le  premier  membre  de  cette  équation,  on  a 

/■(-  ij  =  i^-  «)'  -^  (//  -  *)'  -  ^^■^'  -{y^  ''^ 

—  {x  -  a)-  -4-  {y  -  bf  -  -[-  ax  -  by  +  «^  +  6*]^ 

1 

=z  {x  —  ay  +  (y  —  by ^ —  [a{x  —  a)  +  biy  —  b]y 


_  [h{x  -a)-  a{y  -  b)]' 
a^  -1-  6* 

{bx  —  aiiy 
~     «^  +  b""    ' 

Donc  f\  ~  )  est  toujours  positif,  par  conséquent  —  -  est  compris  entre  les  racines  m  et  m"  ; 
comme  on  peut  toujours  supposer  6  >  0,  on  voit  que  la  plus  petite  racine  m'  est  inférieure  à  la  fois 
aux  deux  valeurs    -<-  -  et    —      ;  par  suite    o'  <  0,   et  la  conique  correspondante  est  une  hyperbole. 

Dans  le  cas  particulier  oii  le  point    (.r,  y)   est  sur  hi  droite    OF,    on  a    bx  —  ay  =  0,    m'  —  —  -    et  la 

conique  correspondante  se  réduit  à  la  droite  double   OF. 
On  a  en  outre 

f(^  =  (x-  ay  +  (y  -  by  -  {ir  +  j^  y  +  hf 

\ 

=  (a;  -  ay  ■+-  (y  -  ^)*  -  ,-  (-  ax  +  by  +  «»  +  b'^y. 
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En  égalant  le  deuxième  membre  à  zéro,  on  a  l'équation  de  la  parabole  P,  qui  fait  partie  des 
coniques  (G). 

Si  le  point  {x,  y)  est  en  dehors  de  cette  parabole,  /(-)  >  0»  7  «st  compris  entre  m'  et  m", 
0"  <  0,     la  conique  correspondante   à    m"   est  une  hyperbole. 

Si  le  point  («,  .V)  est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  f  f -j  <  0,  -  est  supérieur  à  m",  0"  >  0  et 
la  conique  correspondante  est  une  ellipse. 

Enfin  si   le  point  (x,  y)  est   sur  la  parabole,     m"  —  -,     et   la    conique    correspondante   est   la 

parabole  P   elle-même. 

En  résumé,  par  un  point  quelconque  M  du  plan  il  passe  deux  des  coniques  (G).  Si  le  point  M 
est  à  l'extérieur  de  la  parabole  P,  les  deux  coniques  sont  deux  hyperboles,  sauf  si  le  point  M  est 
sur  la  droite  OF  ;  dans  ce  cas  l'une  des  hj'-perboles  se  transforme  en  la  droite  double  OF.  Si  le 
point  M  est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  il  passe  par  ce  point  une  ellipse  et  une  hyperbole,  l'hyperbole 
se  réduisant  à  la  droite  double  OF  si  le  point  M  est  sur  OF.  Enfin  si  le  point  M  est  sur  la  parabole, 
les  deux  coniques  qui  passent  par  ce  point  se  composent  d'abord  de  la  parabole  P  elle-même  et  ensuite 
d'une  hyperbole  qui  se  réduit  à  la  droite  double  OF  dans  le  cas  où  le  point  M  est  sur  OF,  c'est-à- 
dire  au  point   A. 

2°  Les  sommets  de  l'axe  focal  sont  à  l'intersection  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (1)  et 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice  ;  cette  perpendiculaire  a  pour  équation 

X  —  a       y  —  b 


l 


(3) 


{x  —  a)'^  +  {y 


En  éliminant  m  entre  les  équations  (i)  et  (3)  on  a  l'équation  du 
lieu,  /  et  h  étant  toujours  des  constantes  déterminées  par  les  rela- 
tions (2). 

On  tire   m   de  l'équation  (n)  et  eu  remplaçant  dans  (1)  on  obtient 
1 

b)'  -  — — ZT.  i^«  (^  -  «)  +  ^y(y  ~  '')  -^  ^(^  -  «)]■• 


[X  -  ay 

a  . 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  foyer  F,  et  remplaçons  /  par  sa  valeur     —  -;     il  vient 

/j«.x»(£c*  +  y^)  -  [  -  ft'Ax  +  a)  -  ay{y  +  b)  ^  h^xY  =  0 
ou  (a^  +  b^)xHx''  -h  y^)  -  \a{x^  +  y^)  -  b[bx  -  ay)]*  =  0. 

En  cfTectuant,  on  aperçoit  le  facteur     bx  —  ay,     qui  correspond  à  la  conique  singulière  formée 
par  la  droite  double    OF,    et  en  supprimant  ce  facteur  il  reste 

{x^  -f-  //«)(/u-  -h  ay)  -h  2ab{x-'  ■+-  y')  -  b\bx  -  ay)  -  0. 
Getle  équation  représente  une  cubique  circulaire  qui 
passe  parle  point  1"'  et  qui  adnoL  pour  tangente  en  ce 
l)oint  la  droite  OF.  \)e  i)lus.  en  écrivant  son  éijuation 
sous  la  forme 

(.r*  +  y*){bx  -f-  ny  -f-  '2.ab)  -  />*(6.r  —  ay)  —  0, 
on  reconnaît  ijne  son  asymptote  a  pour  équation 

bx  ■+-  ay  -+-  'ûab  -    0; 
cette  droite  passe  par  le  point    O   i>t  fait  avec  les    axes 
les  mêmes  angles  que   OF. 
Les  doux  droites   OF  et  A    fonneni   (jualre  angles  et,  dans  deux  (ie  ces  angles,  il   n'y  a  aucun 
point  de  la  courbe. 
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On  peut  constriiiro  la  courbe  eu  posant  //  -  tx  ;  on  reconnail  qu(>  le  i)oint  A  projection  du 
point  F  sur  la  lanj^eulc  Jonnco  esi  uu  point  ilouhle;  il  est  alors  naturel  de  transporter  l'origine  en 
ce  point,  qui  a  pour  coordonnées  a  et  —h  dans  notre  nouveau  système.  On  obtient  l'équation 

(a-*  -I-  y*){bx  ■+-  atj)  +  ab(œ'^  -  if)  —  'ib^xy  =  0. 

Les  tangentes  au  point  A  sont  rectangulaires,  la  courbe  est  une  strophoïde  oblique  qui  se 
construit  aisément. 

Soit    M    un  point  de  celte  courbe;  cherchons  le  genre  de  la  conique  dont  il  est  un  sommet. 

Il  faut  connaître  le  signe  de  la  quantité   o   donnée  par 

b* 

Z  = m\ 

Mais   m    est  lié  au.K  coordonnées  du  point   M   par  la  relation  (3),  d'où  l'on  tire 

..       Kn  -  b) 


En  remplaçant,  on  a     8  =  —  — 


iHy  -  by 


X  —  a 

b^x  - 


aY  -  a\y  —  by 


{X  —  ay  h\x  -  ay 

Ou  en  supposant  la  courbe  rapportée  aux  axes  d'origine    F, 

^  _  ô^x"  —  a'^n'^ 

Couvrons  de  hachures  la  portion  du  plan  pour  laquelle  b'^x'^  —  a^y"^  est  positif;  les  points  de  la 
strophoïde  qui  sont  dans  cette  région  du  plan  sont  sommets  d'ellipses,  les  autres  sont  sommets 
d'hvperbole«.  Le  point  S,  intersection  de  la  strophoïde  et  de  la  droite  bx  4-  ay  =  0,  est  le  sommet 
de  l'unique  parabole  de  la  série.  Auzeram. 

Autre  solulion  par  M.  L.  Boé,  à  Tarbes. 

SOLUTION  GEOMETRIQUE 

Menons  FD   perpendiculaire  à   OF.    Les  directrices  des  coniques   (C)   passent  par  le  point  D. 

Soit   M    un  point  quelconque  du  plan;  si  ce  point  appartient  à  une  conique    (G),   la  directrice  de 

cette  conique  passera  par  l'un  des  points  K  ou 
K'.  oîi  les  bissectrices  extérieure  et  intérieure  de 
l'angle    MFO   rencontrent  la  droite   OM. 

La  directrice  de  cette  conique  sera  donc  la 
droite  K'D  ou  la  droite  KD. 

11  en  résulte  qu'il  existe  deux  coniques  passant 
par  le  point  M,  dont  l'une,  celle  qui  a  pour 
directrice  K'D,  est  une  hyperbole. 

Il  nous  reste  à  déterminer  le  genre  de  celle  qui 
a  pour  directrice  KD.  Si  la  distance  du  point  0  à 
la  droite  KD  est  supérieure  à  OF,  la  conique 
correspondante  est  une  ellipse;  c'est  une  hyperbole 
dans  le  cas  contraire.  Menons  du  point  D  une 
tangente  au  cercle  (jui  a  pour  centre  le  point  0  et 
pour  rayon  OF;  on  a  une  droite  DFi  qui  est  la 
directrice  de  la  parabole  P  qui  fait  partie  des 
coniques  (C).  On  voit  alors  que  si  la  droite  KD  se 
trouve  dans  l'angle  des  deux  droites  FD  et  F,D  qui 
ne  contient  pas  la  tangente  OD,  la  conique  corres- 
pondante est  une  ellipse;  cela  revient  à  dire,  en  désignant  par  K,   et   K,   les  points  où  la  droite   OM 
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rencontre  DFj  et  DF  :  si  le  point  K  est  entre  Ki  et  K.^,  la  conique  est  une  ellipse;  si  le  point  K  est 
en  dehors  de  KiK^,  la  conique  est  une  hyperbole;  enfin  si  le  point  K  tombe  en  Ki.  la  conique  se 
confond  avec  la  parabole   P. 

Or,  soit  Ml  le  point  ou  la  droite  OM  rencontre  la  parabole  P;  quand  le  point  M  se  déplace  sur  la 
droite  OM,  on  suit  aisément  le  mouvement  du  point  K  et  on  constate  que  lorsque  M  se  déplace  entre  0 
et  Ml,  le  point  K  se  déplace  entre  K^  et  K^,  et  quand  M  est  en  dehors  du  segment  OMi,  K  est  en 
dehors  du  segment  KiK.^.  Par  conséquent,  ceci  revient  à  dire  que  si  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  la 
parabole  P,  la  conique  qui  a  pour  directrice  KD  est  une  ellipse;  si  le  point  M  est  à  l'extérieur,  la 
conique  est  une  hyperbole;  et  comme  la  conique  qui  a  pour  directrice  K'D  est  toujours  une  hyperbole, 
on  est  conduit,  comme  on  le  voit,  aux  mêmes  conclusions  que  dans  la  précédente  solution. 

On  voit  aussi  que  quand  le  point  M  est  sur  la  droite  OF,  il  ne  passe  qu'une  véritable  conique 
par  ce  point:  c'est  une  ellipse  si  le  point  est  à  l'intérieur  de  la  parabole,  une  hyperbole  dans  le  cas 

contraire. 

2°  La  droite  OA,  symétrique  de  OF  par  rapport  à  la  tan- 
gente, est  le  lieu  géométrique  du  deuxième  foyer;  la  droite 
menée  pur  le  milieu  I  de  OF,  parallèlement  à  OA,  est  le 
lieu  du  centre;  cette  droite  passe  par  le  point  A  ,  projection 
de  F  sur  la  tangente.  Soit  donc  une  droite  quelconque  FF', 
axe  focal  d'uue  des  coniques;  GA  est  la  demi-longueur  de 
l'axe,  donc  on  auia  les  sommets  en  portant  sur  CF,  à 
partir  de  C,  des  longueurs  CS  et  CS'  égales  à  CA.  On  voit  ainsi  que  le  lieu  de  ces  points  est  une 
strophoïde  oblique  dont  A  est  le  point  double  et  OA  l'asymptote.  Elle  est  construite  tlans  une  liguro 
précédente. 

La  portion  de  droite  IR  est  le  lieu  des  centres  d'ellipses,  puisque  les  deux  foyers  sont  d'un  même 
côté  de  la  tangente;  il  en  résulte  que  les  sommets  des  ellipses  seront  situés  sur  la  portion  de  la  courbe 
tracée  plus  haut,  qui  se  trouve  dans  la  région  ombrée;  les  sommets  des  hyperboles  sont  dans  les  autres 

régions. 

A.  AtDoiN,  lycée  de  Bordeaux. 

M.  11.  CnÉiiONNiiT  a  aussi  donne  une  solution  géométrique. 
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CliRTIFICAÏ  D'APTITUDE  A  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPKCIAL 

HREMIÈRE  SESSION 

Antlimétique  H  géométrie. 

1.  —  Une  personne  verso  dans  une  buutiuo  peiidiml  u  années  de  suite,  au  oomincncomenl  de  chaque 
année,  des  sommes  respeclivemoul  égales  aux  termes  conséculit's  d'une  propression  ariiluut^tique  croissante 
commonçaut  par  a  et  ayant  pour  raisou  h.  A  la  lin  de  la  «'  année,  la  somme  duc  par  la  banque  à  cette 
pcrsouuc  est  lo  double  de  ce  qu'ollo  serait  si  tous  les  versements  avaient  été  égaux,  entre  eux  et  chacun  d'eux 
égal  à  a. 
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t"  En  tenant  compte  des  intérêts  simples  au  taux  r  par  franc  par  an,  calculer  li  en  fonction  de  a,  n  el  r. 
Application  numérique  :  a  —  1000,     r  =  0,0i,     n  —  :20. 

■i»  Même  quesliou  el  môme  application  numérique  en  tenant  compte  des  intérêts  composés  au  taux  ;•  par 
franc  par  an,  les  intérêts  se  capitalisant  tous  les  ans. 

II.  —  Exposer  comment,  au  moyen  de  la  dérivée,  on  étudie  les  variations  d'une  fonction  explicite  d'une 
seule  variable. 

243.  —  Application.  Dans  un  plan  P,  on  donne  un  point  A  el  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  r.  Un 
point  S  do  l'espace  se  projelto  orlhogoualemenl  sur  le  plan  P  en  un  point  B  situé  au  milieu  de  OA  ;  on  donne 
SB  =  fi  el  AO  =  a  Par  le  point  A  ou  trace  dans  le  plan  P  une  sécante  AMN  (jui  rencontre  le  cercle  O  aux 
points  M  et  N  que  Ton  joint  au  point  S.  Le  triangle  SMN,  en  tournant  autour  de  MN  comme  charnière,  engendre 
un  volume  V. 

Etudier  les  variations  de  ce  volume  V  lorsque  la  sécante  AMN  tourne  dans  le  plan  P  autour  du  point  A. 
Donner  un  tableau  récapitulatif  de  ces  variations. 

Géométrie  et  mécanique. 

244.  —  Un  cône  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  do  projection  une  ellipse  E;  ce  cône  est  circonscrit 
à  une  sphère  O  qui  est  en  outre  tangente  au  plan  liorizonlal  de  projection  et  au-dessus  de  ce  plan.  Ou  donne 
Tellipse  E  en  grandeur  et  position,  ainsi  que  la  cote  /;  du  sommet  du  cône  au-dessus  du  plan  horizontal  de 
projection. 

\°  Construire  les  projections  horizontale  et  verticale  du  sommet  S  du  cône  et  celles  de  la  sphère  0. 
2°  Construire  les  projections  horizontale  et  verticale  de  la  ligne  L  de  contact  du  cône  et  de  la  sphère. 
3"  Trouver  sur  celle  ligne    L    un  point  tel  que  la  tangente  en  ce  point  à  cette  ligne  fasse  avec  le   plan 
horizontal   un  angle  donne  a. 

Données  numériques:  h  ==64™'"  ;  a  —  22°^;  l'ellipse  E  a  un  grand  axe  de  120""'"  de  longueur  et  une  dislance 

focale  de  72'"'";  la  direction  du  grand  axe  fait  un  angle  de  A^"  avec  la  ligne  de  terre,  l'ouverture  de  cet  angle 
étant  dirigée  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  vers  la  droite  de  la  feuille;  le  prolongement  du  grand  axe 
rencontre  la  ligne  de  terre  en  un  point  situé  à  35"""  à  gauche  du  milieu  de  celle-ci;  le  centre  de  l'ellipse  E 
est  à  70'""'  de  la  ligne  de  terre  et  en  avant  de  cette  ligne. 

Nota.  —  Joindre  à  l'épure  une  légende  explicative. 

245.  -  Dans  un  plan  on  donne  un  cercle  0  de  rayon  r  et  une  droite  indéfinie  OX  passant  par  son  centre. 

L'extrémité  A  d'une  droite  AB  de  longueur  invariable  se  meut  sur  la 
circonférence  0  d'un  mouvement  uniforme  de  vilesse  angulaire  w,  pendant 
que  l'extrémité  B  se  déplace  sur  OX.  (AB  —  a;  a  y-  r.) 

1"  Trouver  les   formules   permettant   de  calculer  la  vitesse  du  point  B 
à  un  instant  donné  el  pour  une  position  donnée  du  point   A.   (On  prendra 
pour  origine  des  temps  l'instant  où  le  point  A  est  en  Aq.) 
2"  Trouver  l'équation  dont  la  résolution  ferait  connaître  la  position  A^  occupée  par  le  point  A  lorsque  la 
vitesse  du  point  B  est  maximum. 
Discuter  celte  équation. 

En  appelant  A2  la  position  du  point  A  pour  laquelle  la  droite  AB  est  tangente  au  cercle  0,  dire  les 
positions  respectives  des  points  A,  el  Ao. 

3"  Résoudre  l'équation  précédente,  el  placer  le  point  A,  sur  la  circonférence  O,  en  supposant  a  =  2r. 

DEUXIÈME    SESSION 

Arithmétiijue  el  ahjèbre. 

I.  _  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  plus  petit  multiple  commun  a  el  la  somme  h  de  leurs 
carrés. 

Application  numérique  :  a  =  120;     6  —  5200. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


II.  —  Énoncer  et  démontrer  le  théorème  de  Rolle. 

Appliquer  ce  théorème  à  la  détermindtion  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  réquation 

a-3  -\-  px  -\-  q  ■=  0 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  inégales,  les  coefficients    p  qI  q    étant  supposés  réels. 

246.  —  Discuter  les  racines  de  l'équation 

x''  —  ^x'->  -+■  mx'^  —  Sa-  +1=0, 
dans  laquelle   m   est  un  paramètre  qui  peut  varier  de     —  x     à    +  se  . 

Géométrie  et  Mécanique. 

I.  —  247.  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  S,  une  droite  Z  parallèle  à  l'axe  de  cette  surface 
et  une  droite  D  choisie  de  telle  sorte  que  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  Z  et  D  soit  dans  le 
plan  P  du  cercle  de  gorge  de  la  surface  S. 

Soit  M  un  point  d'intersection  de  la  surface  S  et  de  la  droite  D.  Ti-ouver  le  lieu  géométrique  décrit  par 
la  projection  orthogonale  du  point  M  sur  le  plan  P  lorsque  la  droite  D  tourne  autour  de  la  droite  Z  supposée 
fixe. 

II.  —  Expliquer  comment  on  mène  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  de 
révolution.  Déterminer  le  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  surface. 

Faire  l'épure  à  main  levée.  La  surface  gauclie  de  révolution  est  déterminée  par  son  axe,  que  l'on  prendra 
vertical,  et  par     les  piojfcctions  de  l'une  de  ses  génératrices. 

III.  —  248.  Une  demi-circonférence,  de  rayon  r,  limitée  par  le  diamètre  AB,  est  partagée  en  n  parties 

égales  aux  pomts   A^,  A2,  A3, A,v_i.    Chacun  de  ces  points  attire  le  point   B    proportionnellement  à  la 

distance  qui  le  sépare  de  celui-ci,  l'attraction  à  l'unité  de  distance  étant  représentée  par  A-. 

1°  Déterminer  la  résultante  R  da  système  des  forces  ainsi  appliquées  au  point  B. 

2°  Vers  quelle  direction-limite  tend  cette  résultante  lorsque  le  nombre  n  augmente  au  delà  de  toute 
limite? 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


249.  —  Ou  (ioune  une  ramillc  de  coniques  homofocales;  par  un  foyer  F  on  nièuo  une  liroito  tixc. 
Prouver:  1"  que  les  tangentes  aux  points  de  rencontre  de  celle  droite  Rxe  D  avec  les  coniques  enveloppe 
une  parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F  et  pour  directrice  la  droite  D;  2"  que  la  portion  de  chaque 
tangente  comprise  entre  la  conique  coriespoudaute  et  la  pai aboie  est  vue  du  foyer  F  sous  nu  angle 
droit. 

(IktiON  Ch.,  1  Niraes.  ) 

250.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle  et  dont  l'un  des  foyers 
décrit  une  droite.  Examiner  h' cas  oîi  cette  droite  est  à  l'inlini  et.  dans  ce  cas,  chercher  l'enveloppe  des 
axes  du  lieu  et  dcnionirer  qu'il  existe  un  point  et  un  seul  d'où  l'on  voit  ce  lieu  sous  un  angle  droit. 

(lltuoN  Cb.  I 
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251.  —  Oïl  consitlf'^ro  une  conique  à  centre  et  deux  points  fixes  P,  P'  situés  sur  un  môme 
tiianiètre;  soit  MM'  un  diamètre  variable  de  la  conique,  M  ei  M'  ctaut  les  points  de  rencontre  de  ce 
diamètre  et  do  la  conique;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  PM,  P'M'. 

(  II.  Biiiii.ivET,  lycée  de  Nantes.) 

252.  —  Étant  donnée  une  cubique  n'ayant  pas  de  points  singuliers,  on  mbne  des  tani^entes  à  cette 
courbo  par  un  de  ses  points  A.  Soient  Tj,  T,^,  T,,,  'i\  les  points  de  contact  des  tangentes  autres  que  la 
tangente  en  A.  Démontrer  que  le  point  de  rencontre  M  des  diagonales  du  quadrilatère  TiTjTjT^ 
et  les  points  de  rencontre  M',  M'  des  côtés  ()j)posés  sont  sur  la  cubique,  et  que  les  tangentes  à  la 
cubique  aux  points  M,  M',  M"  concourent  en  un  même  point,  qui  est  le  point  de  rencontre  de  la 
tangente  en  A  avec  la  cubique. 

(P.  Valat,  Périgueux.) 

253.  —  Ktant  donnée  une  cissoïde,  trouver  :  1''  le  lieu  du  milieu  d'une  corde  AB  vue  du  point  de 
rebroussement  sous  un  angle  droit;  2°  l'enveloppe  de  AB. 

(II.  GuERORNET,  lycés  Condorcet.) 

254.  —  On  donne  un  triangle  fixe  ABC   et  l'on  considère  des  coniques  inscrites  dans  ce  triangle 

ot  telles  que  leurs  cercles  orthoptiques  passent  par  un  point  fixe    F.    Enveloppe  des  côtés  du  triangle 

polaire  de  ABC,   par  rapport  à  ces  coniques. 

(H.  Cheronnet.) 

255.  — M  et  M'   étant  deux  points  d'une  ellipse  ayant  pour  foyers   F,  F',     les  quatre  droites 

MF,  MF',  M'F,  M'F'   sont  tangentes  à  un  môme  cercle. 

(P.  Faces,  Marseille.) 

*256.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  à  un  cercle  en  un  point  donné  et  dont  les 

axes  ont  une  direction  donnée.  Soient   A  et  B  les  points  où  l'une  de  ces  paraboles  coupe  le  cercle. 

Trouver  le  lieu  du  pôle  de  AB   par  rapport  au  cercle. 

(Bernard  Denain,  lycée  de  Rouen.) 


Le  Rédacteur  Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


MOUVEMENT   D'UNE   FIGURE  PLANE   DANS    SON   PLAN 

Par  M.  E.  Ilumbert,  professeur  de  malhématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand. 


Nous  admettrons  les  notions  suivantes,  qui  sont  fondam  eu  taies  en  géométrie  plane. 

1°  Il  existe  une  surface  telle  que  loute  droite  ayant  deux  de  ses  points  sur  cette  surfaco  est  tout 
entière  située  sur  elle.  Cette  surface  est  le  plan. 

2°  Nous  envisagerons  souvent,  dans  la  pensée,  pour  la  commodité  de  l'exposition,  un  plan  comme 
formé  par  la  réunion  de  plusieurs  autres,  de  plusieurs  feuillets  superposés.  Si  un  plan  F  coïncide 
avec  un  plan  Q,  dans  une  position  détermiaée,  eu  amenant  une  ligure  du  plan  P  dans  une  autre 
position  quelconque  sur  le  plan  Q,  et  regardant  le  plan  mobile  P  comme  lié  invariablement  à  la 
figure  qu'il  contient,  il  ne  cesse  de  coïncider  avec  le  plan  Q.  Le  plan  est  donc  une  surface  identique 
à  elle-même  dans  toutes  ses  parties.  Nous  exprimerons  encore  ce  fait  en  disant  qu'un  plan  ne  cesse 
de  coïncider  avec  sa  position  initiale  par  un  mouvement  de  glissement  quelconque. 

30  Toute  surface  a  deux  faces;  les  deux  faces  d'un  plan  sont  identiques.  Si  ou  retourne  un  plan,  par 
exemple,  en  le  faisant  tourner  de  ISl)**  autour  d'une  de  ses  droites,  à  la  fin  du  mouvement,  il  coïncide 
encore  avec  sa  position  initiale.  Nous  expiimerons  ce  fait  eu  disant  qu'un  plan  coïncide  avec  sa 
position  initiale  par  retournement. 

4"  Une  droite  indéfinie  dans  un  plan  le  partage  en  deux  régions,  et  un  point  mobile  dans  le  plan 
ne  peut  passer  de  l'une  des  régions  à  l'autre  sans  traverser  la  dioito, 

5°  Si  une  demi-droite,  issue  d'un  point  et  située  dans  un  ])lau,  tourne  autour  do  ce  point,  elle 
peut  obéir  à  ce  mouvement  en  restant  toujours  dans  ce  plan,  en  tournant  toujours  ilans  le  même  sens, 
pour  un  observateur  qui  repose  sur  le  plan,  et  en  décrivant  tout  le  plau,  c'est-à-dire  eu  passant  une 
fois  par  chaque  point  du  plan.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  l'idée  d'orientation  d'un  plau  et  une 
définition  précise  des  angles  et  des  lignes  brisées  quelconques,  et,  par  suite,  dtîs  figures  iilai.es 
quelconques. 

6°  Un  plan  quelconque  partage  l'espace  en  deux  régions  et  un  point  mobile  ne  peut  passer  d'une 
région  à  l'autre,  sans  traverser  le  plan.  Ciuicunedes  faces  du  i)lan  limite  en  iiuohjue  sorte  la  n'gion 
correspondante,  et  tout  observateur  placé  dans  celte  région  voit  la  face  dont  il  e-t  question. 

Cela  posé,  considérons  un  observateur  0,  ([ui  marche  sur  l'une  des  faces  d'un  plan,  perpen- 
diculairement à  cette  face,  et  un  observateur,  0,  ,  i)lacé  de  la  même  manière  sur  l'autre  fai'e.  Pour 
le  premier  obscM'vateur,  il  y  a  deux  sens  de  rotation  il'une  demi-droite  dans  la  face  qu'il  regarde; 
adoptons  l'un  d'eux,  le  plan  sera  alors  oriente,  il  sutlit  donc  do  se  donner,  dans  cette  face,  un  angle 
formé  par  deux  donii-droi tes  01  et  02  f/jj/.  /J,  eu  indiquant  le  premier  côté  01,  et  le  second  02, 
pour  que  le  plau  soit  orienté;  lésons  adopté  sera  lo  seus  de  rotation  d'une 
demi-droite  qui  décrit  l'angle  considéré  pour  aller  do  01  à  02.  Eu  donnant  alors 
à    tout   angle  tracé  dans    cotte   face    un    premier   et    un    second  côté,  et   lo 

regardant  comme    décrit    par    une    demi-droite  qui  tourne   du    premier  (  ôlé 

^  '       jusqu'au  second,  cha(|ue  angle  aura  un  sens  bien  liotermiué.  Au  point  de  vue 

^"J-  ''■  du  caliuil.   nous  aU'ecterons  du  sign<>    -i-     cmx   qui  sont   décrits  dans  le  sens 

ado])fé;  nous  aHecleroi's  les  autres   lu  siyiie  -. 
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Fig.  .y. 


11  esl  alors  aisé  de  définir  avec  piccision  uuo  ligue  brisée  plane  quelconque.  Soient    lOïJ  l'angle 
foudanienlal,  et  ABCDEFGll    une  ligue  Lrisre  quelconque  f//^/.  2);  faisons  parcourir  cette  ligne  brisée 

par  un  mobile  qui  parle  d'une  extrémité  pour  atteindre  l'autre, 
jar  exemple  qui  aille  de  A  en  B,  puis  en  C,  etc.,  jusqu'en  H. 
Nous  appellerons  joremier  cd/e  de  l'angle  formé  en  un  sommet 
quelconque,  E  ,  celui  qui  est  parcouru  le  premier,  et,  second 
côté,  l'autre;  alors  chacun  des  angles  de  la  ligne  brisée  est  bien 
défini  en  grandeur  et  eu  signe:  l'angle  B  est  posilif,  l'angle  C 
négatif,  etc.  Nous  appellerons  côtés  de  la  ligne  brisée,  les 
longueurs  des  portions  de  droite  AB,  EC.  De  cello  façon,  tous 
les  élcmeuls  de  celte  ligne  seront  parfaitement  définis. 

Il  est  alors  aisé  de  dire  ce  qu'on  entend  par  ligne  brisée 
régulière:  on  ai)pelle  ligne  brisée  régulière  une  ligne  dont  tous  les  côtés  sont  égaux  et  dont  tous  les 
angles  sont  égaux  en  grandeur  et  en  signe  (jig.  3). 

On  peut  faire  correspondre  deux  lignes  brisées,  ayant  un  même  nombre  de  côtés,  élément  à 
élément,  et  établir  entre  elles  des  relations  de  diverses  natures,  telles  que 
l'égalité,  la  similitude,  etc.  Mais  nous  ne  voulons  pas  développer  outre  mesure 
ces  définitions,  qui  sont  très  faciles  à  apercevoir  dans  chaque  cas,  et  dont 
l'extension  aurait  l'inconvénient  de  nous  écarter  du  sujet  spécial  que  nous 
voulons  traiter. 

Eu  même  temps  que  Oj ,  considérons  maintenant  l'observateur  Oj ,  opposé  au 
premier,  et  supposons  le  plan  transparent,  de  façon  que  les  figures  de  la  première 
face  puissent  être  lues  par  l'observateur  de  la  seconde  face;  tout  angle  tracé  sur 
cette  première  face  sera  parcouru  pour  lui  dans  un  sens  contraire  à  celui  que  constate  le  premier 
observateur.  Si,  alors,  ou  considère  deux  figures  F  et  F, ,  symétriques  par  rapport  à  une  droite  A  de  leur 
plan,  on  amènera  la  seconde  sur  la  première,  eu  faisant  tourner  le  plan  autour  de  A  ,  d'un  angle  égal 
à  180°,  et  en  pensant  que  la  figure  Fj  est  tracée  sur  la  seconde  face.  Au  moment  de  la  coïncidence, 
l'observateur  0^  est  dans  la  même  position  que  0^;  donc  la  figure  F,  e«t  disposée  primitivement  de  la 
môme  façon,  par  rapport  à  0^,  que  F  par  rapport  à  Oi  ;  en  d'autres  termes,  les  figures  F  et  F,  , 
supposées  toutes  deux  sur  la  première  face,  sont  inversement  disposées  par  rapport  à  l'observateur 
de  cette  face,  Oj  ,  c'est-à-dire  que  les  angles  qui  se  correspondent  dans  ces  figures  sont  égaux  et  de 
signes  contraires.  Eu  farticulier,  deux  angles  symétriques  par  rapport  à  une  droite,  sont  égaux  et  de 
signes  contraires. 

Lorsque  deux  figures  sont  égales,  en  vertu  de  certaines  hypothèses,  et  d'après  certains 
théorèmes,  deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  bien  leurs  angles  correspondants  sont  égaux  et  de 
môme  sens,  et  alors  on  les  amène  à  coïncider  par  un  glissement  du  plan  de  l'une  d'elles  sur  le  plan  de 
l'autre;  ou  bien  leurs  angles  correspondants  sont  égaux  et  de  sens  contraires,  et  alors  on  les  amène 
à  coïncider,  en  retournant  d'abord  le  plan  de  l'une  d'elles,  puis  eu  le  faisant  ensuite  glisser  sur  le 
plan  de  l'autre. 

On  trouve  là,  rexplication  natutelle  do  ij  symétrie  dans  l'espace  :  celle-ci  se  ramène  à  la  symétrie 
des  trièdres,  et,  par  suite  à  la  symétrie  des  triangles  sphériques,  et  ceux-ci  ne  peuveot  coïncider  parce 
que  la  sphère  n'tst  pas  une  surface  relournalde,  qu'elle  n'a  pas  ses  deux  faces  identiques.  Los  seules 
figures  qui  peuvent  coïncider  jont  alors  celles  qui  ont  leurs  éléments  disposés  de  la  môme  façon,  parce 
qu'un  8imj)le  glissement  de  la  sphère  sur  elle-nième  sufiit.  La  symétrie  sur  le  plan  ne  fait  que  repro- 
«luire  la  ligure  jirimilive,  tandis  que  sur  lu  sphtre,  elle  donne  une  figure  nouvelle,  essentiellement 
différente  de  la  première. 
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Si  nous  nous  sommes  étendu  si  longuement  sur  ces  notions  préliminaires,  c'est  qu'elles 
permettent  d'exposer  avec  clarté  une  foule  de  questions  de  géométrie,  qui,  sans  cela,  sont  obscures  et 
manquent  de  rigueur.  Revenons  maintenant  à  l'objet  de  cette  noie. 


Si  l'on  considère  un  ensemble  quelconque  de  points  formant  une  figure  plane,  il  est  évident  qu'il 
suffira  de  connaître  la  position  de  deux  points  quelconques  de  cette  figuré,  oa  même  simplement  de 
deux  points  rattachés  à  cette  figure,  pour  que  sa  position  soit  parfaitement  fixée,  à  la  condition 
toutefois  que,  pour  chaque  point  de  l'ensemble,  on  connaisse  les  deux  autres  côtés  du  triangle 
qu'il  forme  avec  les  deux  points  fondamentaux  et  aussi  l'orientation  de  ce  triangle.  Car  soient 
A  et  B  (fi().  4)  les  positions  qu'occupent  les  deux  points  fondamentaux,  et  a  et  6  les  longueurs  de^ 
côtés  MB  et  MA  du  triangle  qui  correspond  au  point  M;  avec  ces  longueurs, 
on  peut  construire  deux  triangles  seulement,  ABM  et  ABM',  qui  peuvent 
répondre  à  la  question;  or  ces  deux  triangles  sont  symétriques  par  rapport 
à  AB,  et,  par  conséquent,  ont  des  dispositions  inverses  pour  un  observateur 
de  la  face  que  l'on  considère  dans  le  plan.  Il  y  a  donc  un  seul  de  ces  triangles 
qui  a  la  disposition  voulue,  et  le  point  M   est  parfaitement  fixé. 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  considère  une  figure  plane  quelconque,  F, 
située  dans  un  plan  P,  mobile  sur  un  plan  fixe  Q,  il  suffira  de  connaître  à 
chaque  instant  la  position  d'un  segment  de  droite  AB,  rattaché  à  celte  figure, 
pour  connaître  la  position  de  la  figure  elle-même  ;  car  les  éléments  de  la 
figure  sont  connus  dans  sa  position  initiale  avec  leurs  dispositions  par  rapport  à  AB,  et  dans  le 
mouvement  de  glissement  de  P  sur  Q,  l'ensemble  considéié  est  inaltéré  pour  un  observateur  0',  de 
l'une  des  faces  du  plan,  supposé  entraîné  avec  le  plan  mobile,  et  cet  observateur  peut  dans  chacune 
de  ses  positions  êtie  pris  pour  l'observateur  0,  qui  regarde  cette  face  du  plan  P  (ou  du  plan  Q). 
Tout  revient  donc  à  étudier  le  déplacement  d'un  segment  dcdroite  limité  AB  sur  une  face  d'un  plan. 
Soient  AjB,  et  A^B^  deux  positions  de  ce  segment.  Nous  allons  montrer  qu'o«  peut  amener 
AiBjSwrAjjBj  pa?'  une  rotation  du  plan   P   su?'  lo plan  Q,  autour  d'un  certain  point   0  de  ce  plan. 

Il  faut  établir,  pour  cela,  que  les  rayons  qui  vont  d'un  certain  ])oiiit    0    du  plan    Q,     aux  deux 
points   AjCtBi,    peuvent  être  amenés  sur  ceux  qui  vont  de    O   aux  poiuls  correspoudnnts,   A,  et  B, , 

en  décrivant  simultanément  aulour  de  ce  point  des  angles  égaux 
et  de  même  sens. 

Si  le  point  0  existe,  les  points  A  et  B  décrivent  des  cercles 
ayant  ce  point  pour  centre,  et,  par  suite,  ce  point  ne  peut  être 
qu'au  point  de  croisement  des  perpendiculaires  10  et  JO, 
élevées  aux  milieux  do  A,.\j  et  do  B,Bj,  Nous  examinerons 
alors  les  trois  cas  suivunts: 

1"  Les  doux  perpendiculaires    10  et  .10   à    .\,A,j  ot  BjBj .    en 
leurs  milieux  respectifs,  se  coupent  en  un  seul  point   O   (//'(/.  6). 
Alors  on  a    OA,  :^  OA,.    OH,  --^  OB,   el  aussi   A,B,  =  A,B, , 
puisque  ce  sont  deux  i)osilions  d'un  môme  segment;  donc  les 
triangles    OA,B,  et  OA^B,    sont  égaux.  Il  reste  ;\  établir  qu'ils 
sont   orientes    de    la    même  façon,   c'est-à-dire  que  les  angles 
A,OB,  et  AjOB.j     ont  le  même  sens.  Pour  cela,  remarquons  que 
tous  les  points  étant  supposés  placés,  sauf  le  point    \\  ,    celui-ci 
ne  peut  occuper  que  deux  positions  compatibles  avec  les  résultais  déjii  acquis  :  il  est  situé  sur  le  cercle 
décentre   0   et  do  rayon   OB,    et  aussi  sur  le  cercle  do  centre  A,  ot  de  rayon  A,B,  :  il  est  donc  néces- 
sairement en  l'un  des  points  do  rencontre  de  ces  deux  cercles,    B,  ou  Bj;  or  l'un  de  cos  poiuls   tsi  lo 
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point  svinélri(iuo  de  B,  par  rapport  à  01,  B^,  car  les  segments  A, Bj  et  A,B2  symétriques  par  rapport 
à  01  out  des  longueurs  égales.  Ce  ne  peut  être  là  la  seconde  position  du  point  B,  puisque  les 
deux  perpendiculaires  aux  milieux  de  A,A,  et  de  B^B'^  coïucident  avec  01  et  qu'elles  ont  été 
supposées  distinctes.  Le  point  B,  considéré  est  donc  à  l'autre  point  de  rencontre  des  deux  cercles, 
B, ,    symétrique  du  premier  i)ar  rapport  à  la  ligne  des  centres   OA.^. 

Or,  les  deux  angles  A,OB,  et  A.^0B2,  étant  symétriques  par  rapport  à  01,  ont  des  sens  inverses; 
les  deux  angles  AjOB^  et  A,OBj,  symétriques  par  rapport  à  OA^,  ont  aussi  des  sens  inverses;  donc 
les  angles    AiOBi    et   A^OB.^   out  le  même  sens. 

Si,  alors,  ou  fait  tourner  autour  de  0  la  première  figure,  de  l'angle  AjOAj,  le  point  A,  vient 
se  placer  sur  le  point  A,  et  les  deux  tiiangles  AiOBj,  A^OB.^,  étant  égaux,  ayant  alors  un  côté 
commun,  OA,  qui  coïncide  avec  OA.^,  et  ayant  même  orientation,  se  placent  l'un  sur  l'autre.  Tout 
autre  triangle  de  la  liguie  mobile,  ABM,  passe  ainsi  de  la  position  AjBjMi  à  la  position  AjB^Mj, 
puisqu'à  la  fin  du  mouvement  les  deux  triangles  égaux  AiB^Mj,  A^B^M^ ,  orientés  delà  même  façon, 
par  défmitiou  du  mouvement  de  glissement,  ont  un  côté  commun,   AjBi  qui  coïncide  avec   A^B^. 

Il  résulte  de  là  que  tous  les  rayons  vecteurs  OM,  allant  de  0  aux  divers  points  delà  figure,  décri- 
vent des  angles  égaux  et  de  même  sens.  Cela  se  voit  aisément  si  l'on  remarque  que  le  segment  AM 
passe  ainsi  de  la  position  A,Mi ,  à  la  position  A^M^,  de  telle  sorte  que  le  point  M  se  comporte  comme  le 
point  B,  et  qu'il  sutlit  de  montrer  que  l'angle  BjOB,  est  égal  à  A^OA^  et  a  le  même  sens  que  lui  ;  mais 
cette  dernière  piopriété  résulte  de  ce  fait  que  l'augle  AOB  reste  constant  dans  le  mouvement  et  garde 

toujours  la  inème  orientation. 

2°  Les  deux  perpendiculaires  10  et  JO  à  A^A^  et  B,B.^ ,  en  leurs 
milieux  respectifs,  sont  distinctes  et  parallèles  (fij.  6). 

En  supposant  placés  tous  les  éléments  de  la  figure  actuelle,  sauf  le 

point  Bj,  qui  est  par  hypothèse  la  position  du  point  B  dans  la  seconde 

figure,  on  voit  de  suite  qu'il  n'y  a  que  deux  positions  de  ce  point  qui 

puissent  être  compatibles  avec  les  hypothèses  faites;  car  ce  point  doit 

être  sur  un  cercle  décrit  de  A^  comme  centre  avec  AB  comme  rayon, 

puis  sur  la  perpendiculaire  menée  de  Aj  à  JO  ou  à  10  qui  lui  est 

parallèle,  c'est-.'i-dire  sur  la  parallèle  à   AjA.^  menée  par  BjB^  • 

On  oblient  évicU iMiient  ces  deux  points  en  menant,  d'une  i)ar[,    A^B.^   parallèle  à   AjBj,    d'autre 

jiart  Ai,B2,  symétrique  de  AjBj  par  rapport  à  10.  Mais  si  le  point  B   était,  dans  sa  seconde  position, 

en   B2',    les  perpendiculaires  aux  milieux  de  AjA^,  et   B,B2   coïncideraient,  cas  qui  a  été  écarté.  Donc 

AjBj  est  parallèle  à  AjBj  et  la  première 
figure  peut  être  amenée  sur  la  seconde 
par  une  translation  égale  à   AjA^. 

Si  l'on  se  rappelle  maintenant  que 
lorsque  le  centre  d'un  cercle  s'éloigne 
indéfiniment  sur  une  droite  fixe,  tandis 
qu'il  passe  constamment  par  un  point 
fixe,  ce  cercle  tend  vers  une  certaine 
droite  passant  par  le  point  fixe,  et 
les  chemins  parcourus  sur  le  cercle, 
vers  des  chemins  égaux  parcourus  sur 
celte  droite,  on  jjcut  dire  encore  que  la  translation  actuelle  est  une  rotation  autour  du  point  0,  à 
l'inlini,  oii  se  coupent   10   et  JO. 

'S  Les  deux  pei)  endieulaiies  10  it  JO  à  AiA^  et  BjFj,  en  leurs  milieux  resi)cctifs,  sont 
c  n fondues  (fiy.  7,  <y.  i>). 


|0 
Fig.  C. 


/W 


-t-L. ^"^ 


B, 


Ai 


— 4j___b 


— +- 
11 


hifj. 


Fig.  8. 


Ol 
Fig.  !). 


ÉCOLE  CENTRALE  S5 


Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  A^Bi  et  A^B^  sont,  dans  ce  cas,  symétriques  par 
rapport  à  10,  et  trois  cas  peuvent  encore  se  présenter  :  ou  b^en  les  deux  droites  AjEj,  AjB,  se 
coupent  en  0  sur  leurs  prolongements;  ou  bien  elles  se  rencontrent  en  un  point  0  situé  entre  A„  B, 
et  Aj,  B^;  dans  ces  deux  cas,  le  point  0  est  sur  l'axe  de  symétrie  01,  et  il  suffit  de  faire  tourner 
A,B,  autour  de  0  d'un  angle  égal  à  A,OAj,  pour  l'amener  sur  A^Bj.  Ou  bien  elles  sont  parallèles 
toutes  deux  à  l'axe  de  symétrie,  et  l'on  amène  AiB,  sur  A^B^  par  une  translation  égale  à  A,Aj, 
c'est-à-dire  par  une  rotation  autour  du  point  0,  à  l'infini,  sur  01. 

Nous  ne  poursuivrons  p?.s  l'étude  de  cette  question  qui  s'achève  maintenant  par  des  procédés  tiès 
simples  et  uniformément  employés. 


ECOLE  CENTRALE  (Concours  de  1892). 


Mathématiques  (première  session). 

185.  —  Ow  donne  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy  et  une  droite  D  dont  l'équation  est 
Ax  +  By  -f-  C  =  0;  sur  cette  droite  on  prend  un  point  quelconque  M,  de  coordonnées  a,  b,  et  à  ce  point  on 
fait  correspondre  les  deux  paraboles  qui  ont  toutes  deux  le  point  0  pour  foyer,  et,  l'une  la  droite  x  —  a  :^  0, 
l'autre  la  droite  y  —  b  =  0  jjour  directrices. 

1^  Démontrer  que  ces  deux  paraboles  ont,  en  général,  deux  points  communs  réels  et  deux  points  communs 
imagijiaires,  et  foî^mer,  selon  la  position  du  point  M  sur  la  droite  D,  l'équation  de  la  di'oile  qui  passe  par  les 
deux  points  réels  communs  aux  deux  paraboles. 

^°  Trouver  le  lieu  des  points  communs  aux  deux  paraboles  que  l'on  fait  ainsi  correspondre  à  un  point  M, 
quand  ce  point  M  parcourt  la  droite  D.  Ce  lieu  se  compose,  en  général,  d'une  ellipse  et  d'mic  hyperbole; 
distinguer  sur  la  droite  D  la  partie  que  parcourt  le  point  M  quand  les  points  communs  aux  deux  paraboles 
sont  sur  l'ellipse,  de  celles  qu'il  parcourt  quand  ces  points  sont  sur  l'hyperbole. 

5**  Vérifier  analyliquement  et  expliquer  géométriquement  les  faHs  suivants.  Scit  P  le  point  de  rencontre 
de  la  droite  D  avec  l'un  des  axes,  et  soient,  sur  l'autre  axe,  de  part  et  d'autre  du  point  0,  les  points  V  et  P" 
tels  que  l'on  ait  OP'  —  OP"  —  OP.  L'une  des  deux  coniques  du  lieu  passe  par  P'  et  l'autre  par  P",  et  les 
tangentes  au  lieu,  au  point  P'  et  au  point  P",  sont  la  droites  PP',  PP". 

Construire  le  lieu  en  supposant  que  l'équation  de  la  droite  D  est 

X  -+-  2y  -  i2  =  0. 

4°  Le  lieu  demandé  est,  en  général,  composé  d'une  véritable  ellipse  et  d'une  véritable  hyperbole  ;  trouver 
les  divers  cas  particuliers  pour  lesquels  il  en  est  autrement,  et,  dans  chacun  de  ces  cas,  reeonnaitre  ce  que 
deviennent  les  deux  coniques  du  lieu. 

1°.  Les  deux   paraboles  ont  pour  équations 

x^  -h  y^  ^  (x  -  ay\  (1) 

^'  -^  y'  =  {y  -  by.  (2) 

En  retranchant  ces  deux  équations,  on  obtient 

(X  -  a)«  -{y-  hy  -  0, 
équation  d'un  couple  do  sccanlos  communes;   les    points    communs    aux    doux  paraboles  sont    à 
l'intersection  do  l'une  do  ces  paraboles  et  do  ces  deux  sécantes.  Ces  droites  ont  pour  équations 

X  —  a  =  y  —  b  (3) 

et  a;  —  a  ~  —  {y  —  b).  (i) 

Formons  les  équations  aux  abscisses  des  points  d'intersection  do  la  parabolo  (1)  avec  les  ilroiles 
(•3)  et  (4);  ou  obtient 
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x-"  ■+■  -2bx  -+■  h""  -  lab  =  0, 
.T«  -  26.r  +  6^  -+-  2a6  =  0. 
Si  o6>0,  la  première  a  ses  racines  rccllcs  et  la  seconde  ses  racines  imaginaires;  c'est  le  contraire, 
•si  ah  <  0, 

Il  on  résulte  que  les  deux  paraboles  n'ont  que  deux  points  communs  réels;  la  droite  qui  les  joint 
est  la  droite  (3)  si  ah  >  0  et  la  droite  ('»•)  si  ab  <  0. 

1".  Pour  que  ah  soit  positif,  il  faut  que  le  point  M  se  trouve  sur  la  portion  de  la  droite  D  qui 
traverse  les  angles  jtO//  et  x'Oy  \  supposons  que  le  point  M  se  déplace  sur  celte  portion;  le  lieu 
des  points  communs  réels  aux  deux  paraboles  s'obtiendra  on  éliminant   a  et  6   enire  les  équations 

ar  +  y-  —  (.r  —  a)% 
X  —  a  —  1/  —  b, 
Aa  +  Bb  +  G  =  0. 
Des  deux  dernières,  on  déduit,  en  su]>posant  A  +  B  t^  0. 

B{x  -  y)  +  G 

^7      m 

et,  en  remplaçant  dans  la  première,  on  obtient 

(Ax  -h  By  +  C)« 
x^  4-  y»  ==    ^ ; '  (5) 

Cette  équation  représente  une  conique  qui  a  pour  foyer  le  point  0,    pour  directrice  la  droite  D 

et  dont  I3  carré  de  l'excentricité  est  — -—    .  Celte  conique  sera  donc  une  ellipse  si   AB  >  0  et 

(A  +  Bf 

une  hyperbole  si   AB  <  0. 

Si  au  contraire  le  point  AI   se  déplace  sur  la  portion  de  la  droite  D   qui  traverse  les  angles  x'Oy 

et  xOy\    c'est-à-dire  si     ab  <  0,     le  lieu  des  points  communs  aux  deux  paraboles  s'obtiendra  en 

éliminant  a  et  6    entre  les  équations 

a:^  +  ^î  =  [y  _  ô)2^ 

X  —  a—    —  {y  —  b), 

Aa  -+-  B6  +  C=  0. 
On  obtient,  en  supposant  A  —  B  7^  0, 

(Ax  +  B7/  +  C)^  ,_. 

équation  d'une  coinque  ayant  le  point   0   pour  foyer,  la  droite   D   pour  directrice  et  dont  le  carré  de 

A*  4-  B' 
l'excen'ricité  est  - — — r —    .  Cette  conique  sera  une  ellipse  si  AB  <  0  et  une  hvperbole  si   AB  >  0. 
{A  —  B,'  ^  '■ 

Vax  résumé,  en  supposant  (A  +  B)iA  —  B)AB  7^  0, 

le  lieu  cherché  se  compose  des  coniques  (5)  et  (6);  si    AB  >  0,    la  conique  (o)  est  une  ellipse,  la 
conique  (0)  une  hyperbole;  c'est  le  contraire  si    AB  <  l». 

Quand  les  points  communs  aux  deux  paraboles  sont  sur  la  conique  (5),  le  point  M  décrit  la 
partie  de  la  droite  1)  qui  se  trouve  dans  les  angles  xO]i  et  x'Oy';  quand  ces  points  sont  sur  la 
conique  (G),  h  point   M    décrit  la  partie  de  la  droite    D   (jui  se  trouve  dans  les  angles   x'Oy  et.rO//'. 

3'^.  Le  point   P,    intersection  de   D    avec   O.r,    a  pour  abscisse    —  — -;   les  deux  points   P'     et   P" 

Pi. 

seront  alors  sur   0//   et  auront  pour  ordonnées    ±  — • 

On  reconnaît  sans  peine  que  le  point  P'  [0,  -  J  est  sur  la  conique  (5)  et  que  le  point 
P"    (0,  —  —I    e^t  sur  la  conique  (6). 
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L'équation  de  la  tangente  eu  un  point  {x',  y')  de  la  conique  (o)  peut  s'écrire 

XX'  +  vu'  ==  (A^  +  Bi/  +  G)(Aa;-  +  By'  +  C) 
^^  (A  +  lij^ 

on  aura  donc,  pour  la  tangente  au  point  P', 

By+C)f-  +g' 


G 


{Ax 


\  A 


(A  +  b)-' 

ou  A  (y  -  «)  -  G  =  0, 

équation  qui  représente  la  droite   PP'. 

Ces  résultats  peuvent  s'expliquer  gé  )métriquement. 
Quand  le  point  M  est  en  P,  le  parabole  (2)  se  réduit  à  l'axe  des  y, 
lequel  rencontre  la  parabole  (1)  précisément  aux  points    P'    et   P", 
puisque  dans  cette  parabole  qui  a  pour  paramètre   OP,   l'ordonnée  du 
foyer  est  égale  au  paramètre. 

Les  points  P'  et  P"  .sont  donc  dos  po-"nr,3  du  lieu;  de  plus,  le 
point  P'  appartient  à  la  conique  (S),  car  la  droite  PP'  est  une  position 
particulière  de  la  droite  (3);  le  point  P"  appartient  au  contraire  à  la 
conique  (6),  puisque  la  droite  PP"  est  une  position  particulière  de  la 
droite  (4). 

Pour  démontrer  que  PP'  est  tangente  en  P'  à  la  conique  (o),  il  suffit 
d'observer  que  cette  conique  a  pour  foyer  le  point  0  et  pour  directrice 
la  droite  D.  Le  point  P  étant  sur  la  directrice  et  PO  étant  perpen- 
diculaire à  OP',  la  droite  OP'  est  la  polaire  du  point  P;  de  même  OP"  est  la  polaire  du  point  P  par 
rapport  à  la  conique  (6). 

On  verrait  de  môme,  en  désignant  par  Q  le  point  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  0//,  et  Q',  Q" 

les  points  de  Ox  tels  que 

OQ'  =  OQ'  =3  OO, 

que  les  deux  coniques  passent  par  les  points  Q',  Q' 
et  sont  tangentes  aux  droites   QQ'  et  QQ  ". 

Supposons  maintenant  que  la  tlroite  D  ait  pour 
équation 

a;  +  2^  -  2  =  0  ; 

les  équations  des  deux  coniques  qui  constituent 
le  lieu  sont 

(x  +  2//  —  2)« 


X' 


!/' 


0 


x*  4-  //*  —  {x  -h  2//  —  2)«. 

La  première  est  une  ellipse  qui  passe  par  los 
points  Q'  et  P';  le  deuxième  foyer  se  trouve  sur 
l'axe  focal  (droite  menée  j^ar  0  perpendiculaire 
à  D)  et  sur  la  droite  menée  par  Q'  perpendicu- 
laire à  0.r,  puisque  les  deux  rayons  veefenrs  Q'O 
et  Q'F  sont  également  inclinés  sur  lu  tangente. 
La  deuxièmi»  est  une  hyperbole  passant  par  les 
points  P"  et  Q"  et  dont  le  deuxième  foyer  est  sur  la  perpendiculaire  à  ()//  menée  par  P'.  Elle  a 
en  outre  une  asymptote  passant  par  le  point  Q  et  parallèle  à  0.r. 
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4"*.  Dans  la  discu^sion  (jui  piécèile  nous  avons  supposé 

(A  +  li)(A  -  B)AB  7^  0. 

Nous  allons  maintenant  examiner  les  cas  oîi  cette  inéizjalilc  n'a  pas  lieu. 

Supposons  d'abord  A  -+-  B  —  0;  la  droite  D  est  parallèle  a  la  bissectrice  de  l'angle  xOi/  ;  quand 
le  point  M  se  déplaci  sur  cette  droite,  la  sécante  coniiuuue  aux  deux  paraboles  représentée  par 
l'équation  (3)  coïncide  avec  la  ilroite  D  et  par  suite  cett3  tlroite  lait  partie  du  lieu  et  remplace  la 
conique  (o).  La  conique  (0)  est  dans  ce  cas  uue  véritable  ellipse. 

Si   A  —  B  =  0  ,   la  conique  (6)  se  réduit  à  la  droite    D  et  la  couique  (5)  est  une  ellipse. 

Enfin  si  A  —  0  ,  la  droite  D  est  parallèle  à  Oc,  la  parabole  (2)  est  fixe  et  elle  constitue  le  lieu 
demandé. 

On  V  jit  d'ailleurs  que,  dans  ce  cas,  les  doux  équatij:is  (o)  et  (6)  se  réduisent  à  l'équation  de  cette 
parabole. 

On  a  des  conclusions  analogues  si   B  —  0  . 

Remarquons  eu  terminant  que  si  la  droite    D   passe  par  l'origine,  les  deux  coniques  se  réduisent 

à  des  couples  de  droites  passant  par  l'origine. 

Lucien  Sueur,  lycée  Gharlemagne. 

Oui  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  U.  Allard  (CondorceU;  E.  Bouriuenne  à  Écos;  J.  lUis,  à  Élanipes;  Th.  Louzos;  R«u  (Condorcet)  ; 
Vaiou,  à  Falaise. 

Physique  (deuxième  session). 


212.  —Deux  vases  AetB,  d'une  profondeur  de  ù'",  sont  7-éunis  par  un  tube  MNP  de  grande  longueur 
rempli  de  mercure;  les  ouvertures   MN   sonl  dans  un  m  ('me  plan  horizontal. 

On  verse  dans  le  vase  A  de  l'eau,  jusqu'à  ce  quil  en  soit  complètement  rempli;  l'eau  refoule  le  mercure 
du  tube  en   M'  d'un  côté,  en   N'   de  l'autre. 

On  demande  d'évaluer  la  dislance  h  des  niveaux  M'N',  sachant  que  le  rapport  ^   des  sections  du  tube 

\ 

MNP   et  du  vase  B   est  égal  à—  et  que  la  densité  du  mercure  est  iZ,^9. 


M 


i/* 


\&/ 


Soient  x  et  y  les  distances  verticales  MM'  et  NN';  ou  a 
X  +  y  =  h, 
QX  --^  S(/, 
en  écrivant  ([ue  bî  li([uide  occupe  le  même  volume  ea   MM' 
et  NN'. 


On  lire  de  là 


2'  =  S^  =  iïï 


et  par  suite 


X  — 


m 
u 


Écrivons  maintenant  que  la  pression  est  la   môme  dans 
le  plan  borizonlal  passant  par   M'; 
on  a  6  -h  X  =  13,59/i 


ou 


0^^-^=  13,.m 


et 


m 


13,o<J  X  11  -  iU 


^  0-',473 


A.  DuHAMBAUX,  Lycée  d'Amiens. 


Ont  résolu  la  même  question  ;  MM.  A.  Bailly  (lycée  de  Dijon);  Charles  Braillion  (lycée  d'Amiens)  ;  J.  Fittb  (lycée  de  Toulouse);  E.  Kolcart 
(lycée  Micheict;. 
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192.  —  On  inscfit  un  rectangle  dans  un  demi-cercle  el  l'on  comtruil  sur  le  côté  parallèle  au  diamètre 
un  triangle  rectangle  et  isocèle.  Étudier  la  variation  du  pentagone  obtenu. 

Soit  X  la  moitié  du  côté  du  rectangle  dirigé  suivant  le  diamètre;  l'autre  côté  du  rectangle  est 
y/^.a  —  x^ ,  r  désignant  le  rayon  du  cercle  donné;  l'aire  du  rectangle  a  pour  mesure  2x\/7-*  —  x^  , 
et  l'aire  du  triangle  rectangle  isocèle  dont  2a;  est  l'hypoténuse  est  représentée  par  x*.  L'aire  du 
pentagone  convexe  formé  par  ces  deux  figures  réunies  vaut  donc 

x*  +  'ix\/r^  —  x\  (I) 

Soit  y  ceLle  fonction.  Elle  est  réelle,  finie  et  continue  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  —  r  et  +  r. 

Cherchons  ce  qu'elle  représente  quand  on  attribue  à  x  une  valeur  négative  —  x'  ;  y  devient 
alors  

x'^  -  '2x'\/r^  -  x\  (2) 

et  représente  évidemment  l'excès  de  l'aire  du  triangle  sur  celle  du  rectangle,  excès  qui  peut  être 
positif  ou  négatif.  On  obtiendrait  celte  même  fonction  (:2)  si,  conservant  pour  x  une  valeur  positive, 
on  changeait  dans  la  fouclion  (1)  le  signe  du  radical;  il  nous  suffira  donc  d'étudier  les  fonctions  (1) 
et  (2),  X  variant  de  zéro  à  +  r,  pour  connaître  toutes  les  circonstances  de  la  variation  de  l'aire  du 
pentagone  convexe  et  de  celle  du  pentagone  non  convexe  qu'on  obtient  en  plaçant  le  triangle  isocèle 
soit  d'un  côté,  soit  de  l'autre. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  fonction  (1);  elle  est  nulle  pour   a;  —  0   et  sa  valeur  est   /•*   pour 

X  =  r.  Sa  dérivée,  

dy  _  ^(x\/i  '^  —  x'»  4-  r»  —  ^x') 

dX  ^V^      _      y.î 

est  réelle,  finie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  inférieures  à  r.  Quand  .r  part  de  zéro,  elle 
est  positive,  et  si  x  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  r  elle  est  très  grande  et  négative.  On  peut 
donc  piévoir  que  cette  dérivée  s'est  annulée  au  moins  une  fois  dans  l'intervalle.  En  l'cgalanl  à  zéro, 

on  a  l'équatioQ  

x\/r^  -  X*  =  2a;*  -  r* ,  (3) 

qui,  rendue  rationnelle  et  ordonnée,  devient 

5ic*  -  5rU-*  -+■  r'  ::=  0.  (i) 

Les  deux  valeurs  de  .x*   données  par  celle  équation  sont  réelles,  positives  et  ont  pour  somme    ;•*  ; 
mais  nous  no  devons  prendre  que  la  plus  grande,  qui  seule   renil  positive  la  quantité     2.r*  —  r' 

ou  2(a;*  —  -v )  ;     la  plus  petite  racine  a  été  introduite  par  rdévatiou  au  carré.  La  dérivée  est  donc 

nulle  pour 


et  seulement  pour  cette  valeur.  En  l'appelant  a,  on  voit  que  lu  dérivée  est  positive,  .c  variant  de 
zéro  à  a,  puis  négative,  x  variant  de  a  à  r.  La  foDCtioti  y  est  donc  croissante  dans  lo  premier 
intervalle,  et  décroissante  dans  lo  second.  Elle  passe  par  un  nuiximuin  pour   .r  =  a . 
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Considérons  maintenant  la  fonction  (2),  que  nous  représenterons  par  z, 

z  ^  X*  -  ^x\/r*  -  £c« .  (2) 

Cette  fonction,  réelle.  Unie  et  continue  aux  uK^mes  conditions  que   y  part  aussi  de  zéro  en  même 
temps  que   .c   et  arrive  comme   y   à  la  valeur   r*  pour  x  =  ?'. 

dz        ^2{x\/r*  -  X-'  -  r^  -t-  "ix") 
dx 


La  ilérivce 


V  /•*  -  x^ 

se  déduit  de  celle  de    y     par  le  changement  de  signe  du  radical.  Elle  commence  par  ôlre  négative 

ijuand  X  part  de  zéro,  et  elle  devient  très  grande  et  positive  quand  x   est,  très  rapproché  de   r.  Dans 

l'inlorvallc  cette  dérivée  ne  cesse  pas  d'être  continue;    elle  s'est  donc  annulée  au  moins  une  fois. 

L"oquation  x\/i'^  -  x*  =  r"^  —  ix^  (5) 

qu'on  obtient  en  l'égalant  à  zéro,  ne  diffère  de  l'équation  (3)  que  par  le  changement  de  signe  du  second 
membre;  elle  conduit  donc  aussi  à  l'ôciuation  (4);  mais  la  racine 


x  =  7' 


/ 


5  -  v/5 

10 


que  nous  avons  tlù  rejeter  précédemment  est  la  seule  qui  convienne  à  l'équation  (5).  En  l'appelant  j3, 
on  voit  que  la  dérivée  de  z  est  négative  quand  x  varie  de  zéio  à  p  et  positive  si  x  croît  de  (ià  -H  ?■; 
dans  le  premier  intervalle  la  fonction  z  est  décroissante,  et,  puisqu'elle  part  de  zéro,  elle  est 
négative.  Elle  passe  par  un  minimum  pour  x  =  ^,  croît  ensuite  jusqu'à  r*.  Elle  s'annule  néces- 
sairement pour  une  valeur  de    x    comprise  entre     petr;   un  calcul  très  simple  montre  que  cette 

y  valeur  est  — -:• 

MM.  Ch.  Brmllion  et  A.  Duhameaux  (lycée  d'Amiens),  Ch.  Turchi  (à  Ferrare)  ontrésolu 
cette  question. 

Nous  pouvons  représenter  par  une  courbe  les  variations  de  ces  fonc- 
tions; mais,  comme  y  représente  ici  une  aire,  il  faudra  construire  la 

courbe  

liy  =  x^  ±  1x  y/R^  -  .r% 

de  sorte  que  l'aire  correspondante  à  une  abscisse  donnée  sera  représentée 
par  Ry. 

La  première  fonction  correspond  à  l'arc  en  trait  plein  0MB  et  repré- 
sente les  sommes  des  aires  du  triangle  et  du  rectangle. 

La  deuxième  fonction  correspond  à  l'arc  en  trait  pointillé  ONB  et 
représente  les  difîérences  des  aires  du  triangle  et  du  rectangle. 

De  0  en  C,  Taire  du  rectangle  est  la  plus  grande  en  valeur  absolue; 

2R 

pour  X  —  "7v;>  les  deux  aires  sont  égales;  de  C  en  B,  l'aire  du  triangle 

est  la  plus  grande  en  valeur  absolue. 
Lacuujbc  est  s^  métri(iue  j)ar  rapj)ort  à  l'origine;  les  tangentes  à  l'origine  sont  tangentes  d'inflexion. 
Enfin   pour  construire  la   courbe,  on  s'est  aidé  de  la  parabole  diamétrale  Ry  —  x"^.  On  n'a  tracé 
que  la  partie  qui  correspond  aux  abscisses  positives. 

Charles  TuRciu,  à  Ferrare. 
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157.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  normales  à  l'ellipaoïde  —  +  ,—  h —  —  1  —  0    aux  points 

a*       b'^       c'^ 
X             V              z 
d'intersection  par  le  flan   u-  +  v-+w 1—0  soient  rencontrées  par  une  mên  e  droite.  Montrer  que 

si  la  relation  trouvée  est  remple,  les  normales  aux  points  d'intersection  de  l'ellipsoïde  donné  par  le  plan 

X  y  z 

+--V+ 1=0  rencontrent  la  même  droite. 

ua        vb       wc 


La  normale  en  un  po-nt  x,  y,  z   de  l'ellipsoïde  a  pour  équations 

X-a;      ^  -  y      Z  -  z 


6* 


pour  qu'elle  rencontre  la  droite   A,  qui  a  pour  équations 

X  -p       Y  -  q       Z 


/ 


m 


il  faut  qu'on  ait 

ce  qui  peut  s'écrire 
1       1 


X  —  p 

y  -  q 


m 


-0, 


^{x,y,z)  =1 


qz      ni 

■^   ^c'      bV      c*       6* 


1       \  \^     rx      pz 


ml-!:y'^-^  =  0.     (1) 


b'      a' 


Cette  condition  doit  être  satisfaite  pour  toutes  lesvaleursde  x,  y,  z  qui  vérifient  les  deux  équations 

1  =  0.  (3) 


nil  til               "1 

'^  y                  "                   J                A 

-.  +  rr,  +  -,  -  1  -'=  0, 

a^  6'       c* 


X  y  z 

u h  V  '-  +  IV  - 

(I  b  c 


Cela  revieal  à  dire  que  la  quadricjue  représentée  par  ré([uatiou  {{)  doit  passer  par  la  conique 
feclion  do  l'ellipsoïde  (2)  par  le  plan  (3). 

Pour  qu'il  on  soit  ainsi,  il  faut  qu'on  ait  une  identité  do  la  forme 


"-+,-  +  *V  —  ^  +  ^[x,y,z)  =  (  M  ■-  H-  {'  ■    +  ir"  -  !  )(  A.r  -i-  Bw  -+-  C; 
a^        6'       c^  \     a  b  c         / 

En  égalant  les  coellicients  de  a,",  //*,  c'  et  les  termes  indépendants  on  voit  que 

A.T  +  R»  -h  C:  4-  D  =E  —  4-  -,  +  —  +  I , 
«rt       vb       ivc 


D). 


ce  qui  montre  que  la  deuxième  jiartio  de  la  question  est  une  conséqutMiO'^  immédiate  do  la  promibro 
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L'identité  devient  alors 

^'       //*        2*        1         .   r  X        f     ^ 


'/         ^     .  \  /  ^      y 


6  c         /\wa       u6       ivc 

et  eu  cj^alaut  les  coelliciects  des  autres  termes,  ou  obtient 

bc(v*  +  16'*)      \  ^,  ^       aiW  —  1) 

l{nq  —  mr)  — 


(6«- 

c*)cw 

hn 

ca{w* 

-+-U*) 

{C-- 

a^)tcu 

}.n 

ab[u^ 

+  y») 

(a*  - 

•  b*)uv 

u 

6(u»  - 

1) 

V 

c{w^  - 

•1) 

(4)  X(/r  -  7,/;)  = -^— i      )  (5) 

À  (mu  —  /g"» 

et  tout  levient  à  trouver  la  condition  pour  que  ces  équations  aient  un  système  de  solutions  communes 
eu    >,  /,  m.  n,  p,  q,  r. 

En  multipliant  membre  ;\  membre  les  équations  correspondantes  des  systèmes  (4)  et  (5)  et  ajoutant, 
on  obtient 

(f*   -h   lV^)iu'   -    1)  (iV^  +   M«)(U''   -    1)  (U«   -H  V»)(R'»   -    '1)    _    ^ 

6»  -  c*  '  c»'^^~â»  '  a''  -  b'         '  ~     ' 

C'est  la  relation  demandée. 

Si  cette  condition  est  remplie,  les  équations  (4)  déterminent  /,  m  et  n  à  un  facteur  près,  et  les 
équations  (S)  qui  se  réduisent  alors  à  deux  donnent  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  pour  p,  q,  r; 
mais  tous  les  points  qui  ont  ces  valeurs  pour  coordonnées  sont  sur  une  môme  droite,  qui  est  précisément 
la  droite  que  rencontrent  les  nc^rmales  à  l'ellipsoïde  aux  points  d'intersection  par  le  plan  (3). 

D'ailleurs,  les  équations  (o)  oii  l'on  y  considère  p,  q,  r  comme  coordonnées  courantes,  repré- 
sentent les  projections  de  cette  droite  sur  les  plans  coordonnés. 

L.  CONTEJEAN, 

Autres  solulioDs  par  MM.  Armand  Caiun,  étudiant  à  la  Sorbonne,  et  J.  Mais,  à  Pierres. 


166.  —  Étant  donné  un  cylindre  parabolique,  on  demande  le  lieu  du  foyer  de  la  section  faite  dans  ce 
cylindre  par  un  plan  mobile  coupant  le  plan  d'une  section  droite  du  cylindre  svivant  une  normale  à  cette  section . 

Avant  de  résoudre  la  questioc  proposée,  nous  allons  indiquer  un  procédé  général  pour  déterminer 
les  foyers  d'une  section  plane  d'une  quadrique. 

Pour  qu'un  point  F  situé  dans  un  plan  P  soit  foyer  de  la  section  plane  déterminée  dans  une 
quadrique  Q  par  le  plan  P,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tangentes  menées  du  point  F  à  la  section 
passent  par  les  points  cycliques  du  plan  P,  ou,  en  d'autres  termes,  constituent  une  conique  du  genre 
cercle.  Or  ces  tangentes  sont  à  l'intersection  du  plan  P  et  du  cône  C  qui  a  pour  sommet  le  point  F 
et  qui  est  circonscrit  à  la  quadrique   Q. 

Donc  pour  que  le  point  F  soit  foyer,  il  faut  et  il  suffit  (juc  le  plan  P  soit  un  plan  de  section 
circulaire  du  cône   C. 

Soient  f{x,  y,  z)  =  Q, 

vx  +  vy  +  ivz  +  h  =^  0 
les  équalioLS  de  la  quadrique  1 1  du  plan;  soient  a,  f,  y  les  coordonnées  du  point  F;  on  aura  d'abord 

u%  -{-  v^  ■\-  w-f  +  h  =  0;  (1) 
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en  outre,  l'équation  du  cône   C   étant 

(^f.  +  yfl  +  2/:  4-  f'^Y  -  if{x,  y,  z)f{x,  ^,  y)  =  0, 
il  faudra  que  l'expression 

[xfl  +  yf.  +  zfy  -  mx,  y,  z)f{x,  p,  y)  -  S(x*  +  y^  +  z^)  (2) 

[ou  (f(x,  y,  z)  désigne  l'ensemble  des  termes  du  second  degré  de  la  fonction   f(x,  y,  Z']    soit  divisible 
par    ux  +  vy  +  wz    pour  une  valeur  convenable  de    S. 

U/ÛC     I  -    ?îy 

Supposons   w  ^  0,   et  remplaçons  dans  l'expression  (2)  z  par '-;   on  obtient  uue  fonc- 
tion homogène  du  second  degré  en  x  cty  qui  doit  être  identiquement  nulle.  Entre  les  trois  relations 
ainsi  obtenues  on  élimine  aisément    S    qui  y  figure  au  premier  degré,  et  il  reste  deux  équations  du 
second  degré  en    a,  p,  y   qui,  jointes  à  (1),  déterminent  les  foyers  de  la  section  plane  considérée. 

Rev.^nons  maintenant  au  problème  proposé.  L'équation  du  cylindre  parabolique  peut  s'écrire 

?/«  -  ^px  =  0, 

en  prenant  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  section  droite  donnée;  une  normale  à  cette  section  aura 

pour  équations 

y  —  mx  —  h  =  0,        z  —  0, 

en   posant,  pour  simplitier  l'écriture, 

«  =  —  pin  —  —^  ;  (^3 1 

soit  enfin  z  —  l{y  —  mx  —  /t)  =  0 

l'équation  d'un  plan  passant  par  cette  normale. 

bi    a,  [i,  Y   désii^nent  les  coordonnées  d'un  point  F    du  lieu,  ou  aura  tl'abord 

Y  -  li^  -  mx  -  h)  =  0.  (4) 

Le  cône  circonscrit   à  la  surface  de  sommet  F   qui  se  réduit  ici  à  un  système  de  deux  plans,  a 
pour  équation 

[[i//  -  i>{-^-  +  ^)Y  -  iy'  -  ^pm'  -  2/>:c)  =  0; 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré  du  premier  membre  se  léduit,  en  divisant  par   p,    à 

px*  -  ^pxy  -h  txy\ 
et  tout  revient  à  écrire  que 

px""  -  2p.X(/  +  2a)/»  -  S(x'^  H-  1/»  +  3») 

est  divisible  par    z  —  \(y  —  mx),     c'est-à-dire  que 

px'  -  ^fixy  +  -Ixy'  —  S^x»  -t-  //'»  +  X»(//  —  mx)*]  ^  0. 
On  obtient  ainsi 

jo  -  S(l  -H  X«m»)  =  0      ) 

p  -  SX«w  =  0,  (  (b) 

2a  -  S(l  -+■  X*)  '-  0.       ) 

Eu  éliminant  S  et  X  entre  les  équations  (4)  et  (o),  on  aura  les  équations  du  lieu.  Il  e:?t  préférahlo 
d'exprimer   a,  (3,  y   en  fonction  do   X. 
Dos  équations  (5)  ou  tire 

_    p(X«  -f-  1)  pwX» 

"  ~  2(X«///»  +  1)  '  ''  ^  X*m»  -h  1  ' 

vn  remplaçant  dans  (4)  il  vient 

pm{\*  -  i)  -  2/nX»/»'  -h  1) 


Y  =  X 


2(1  -h  X»m») 


94  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 


ou  en  roinplaranl  h  par  sa  valeur  (3), 

pm{m'^  4-  l)l'l-yiir-  +  1)  4-  l] 
^  ~"  "iiA-in'  4-  1) 

Les  coordonnées  d'uu  point  du  lieu  sont  donc  fonctions  rationnelles  do  1;  le  lieu  est  donc  une 
cubique  unicursale.  Cette  cubi([ue  est  plane  et  son  plan  est  parallèle  5  0;,  puisque  les  deux  termes 
des  fractions  qui  représentent  a  et  [i  sont  du  premier  degré  en  l'' ;  l'équation  de  ce  plan  est  d'ailleurs 


^       1  -  mA         ^J/ 


Sa  trace  sur  le  plan  de  .n/  est  une  ilroito  passant  par  le  foyer  de  la  section  droite  consi.lérée  et 
faisant  avec  Ox  un  anyle  double  de  celui  que  fait  la  normale  donnée  avec  le  môme  axe. 

Cette  courbe  est  symétrique  ])ar  rapport  au  plan  de  xij;  elle  admet  pour  asymptotes  les  droites 
dont  les  équations  sont 

On  peut  aisément  construire  sa  projection  sur  le  plan  des  zx  ou  celui  des  yz. 

.VM.  A.  Cahen,  étudiant  à  la  Sorbonne,  etL.  Maury,  répétiteur  au  lycée  d'Alais,  ont  résolu  celte  question. 
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59.  —  in  point  S  de  cote  d^'",  (st  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pou?'  dinctrice  dans  le  plan  horizontal  de 
projection  un  cercle  de  rayon  4'^'°,S  tangent  à  xy  et  dent  le  centre  0  est  en  avant  de  xy.  Un  second  cône, 
dont  le  sommet  T  a  pour  cote  G'^'",  a  pour  directrice  dans  le  plan  horizontal  de  pi'ojection  un  cercle  de  rayon 
3"',  (,ui  coupe  orthogonalement  le  ceixie  0  et  dont  le  antre  I  a  pour  éloiyncment  9"".  Ces  diux  cônes  ont  une 
fjénératrice  commune  verlicale,  située  à  (jauclie  du  plan  de  profil  de  I   et  dans  le  plan  de  profil  de  0. 

Construire  les  projections  de  l intersection  eles  deux  cônes  limités  el'une  part  au  plan  hcrizmtal  de 
projection  et  d'autre  part  eiu  plan  horizontal  ejui  a  pour  cote  12"='". 

On  représentera  le  cône  de  sommet  S  supposé  plein  et  existant  seul  en  enlevant  la  portion  comprise  dans 
le  cône  de  sommet  T. 

Les  deux  cônes  donnés  admettant  une  génératrice  commune,  leur  intersection  se  compose  do 
cette  droite  et  d'une  cubique  gauche.  Pour  conslruiie  cette  courbe,  nous  prendrons  des  plans 
auxiliaires  passant  par  la  génératrice  commune,  c'est-à-dire  des  plans  verticaux  contenant  la  virlicale 
•v/,  s'i'.  Un  de  ces  plans  a  pour  trace  horizontale  tp(j;  il  coupole  cône  S  suivant  la  génératrice  ps,  p's' 
et  le  cône  T  suivant  !a  génératrice  qt,(/l'.  Ces  deux  génératrices  se  rencontrent  au  point  m,  m'  qui 
est  un  point  de  la  cubique  cherchée.  Déterminons  la  tangente  en  ce  poiul;  les  plans  tangents  le  long 
des  génératrices  SP  et  TQ  ont  pour  traces  horizontales  pv  et  e/v  qui  se  coupent  au  point  i. 
Donc  w'  est  la  trace  horizotitale  de  la  taugente  en   M,   qui  est  alors  mv,  m'v'. 

Pour  avoir  l'asymptote  de  celte  courbe,  prenons  les  génératrices  parallèles  sur  ces  deux  cônes; 
le  j>lan  \ertical  (jui  les  contient  a  pour  trace  horizontale   tcb,  car 

o'e'  _  te  _       r       _         3         _    ^    _  o  _  ^'^  . 


l'         n'  r 
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Donc  /'(''  et  s'b'  sont  parallèles.  D'ailleurs,  la  construction  ordinaire  qui  donne  les  génératrices 
parallMcs  sur  les  deux  cônes  conduit  à  ce  résultat.  Le8  plans  tangents  le  long  de  ces  deux  génératrices 
se  coupiMit  suivant   ///",  (j'f'   parallèle  à   .s6,  s'b'  et  qui  est  l'asymptote  cherchée. 

Délerniinons  maintenant  la  nature  do  la  projection  horizontale  de  la  courbe;  elle  admet  le  point 
/  comme  point  double,  et  les  deux  tangentes  eu  ce  point  sont  r(  clangulaites,  car  l'une  est  ti  el 
l'autre  lo.  Elle  passe  par  les  points  cycliques,  car  elle  passe  par  les  points  communs  aux  bases 
hoiizontales  des  deux  cônes  qui  sout  des  cercles.  L'asymptole  de  cette  projection  horizontale  est 
fi/  parallèle  à  tb  et  par  suite  perpendiculaire  à  ta,  bissectrice  de  l'angle  des  tangentes  au  point 
double.  Donc,  cette  projection  horizontale  est  une  sirophoïde  droite;  nous  avons  déterminé  le  point 
k,  k'  situé  sur  le  contour  appaient  vertical  du  cône  S  qui  donne  le  sommet  k  de  la  boucle  de  la 
strophoïde. 

La  projection  verticale  (st  une  cubique  qui  admet  s'b'  comme  asymptote.  Un  de  ses  points 
d'iullexion  est  le  point  /',  car  en  ce  point  la  tangente  t'd'  traverse  la  courbe.  Au  points',  la  tangente 
est   s'o.  N.  C. 
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'257.  —  On  donne  deux  points  F,  F';  soit  AB  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  FF'.  De 
l'un  de  ces  points  on  mène  uuo  sécante  rencontrant  AB  en  C  et  Ton  mène  par  C  une  perpendi- 
culaire CM  à  CF  et  de  F'  on  abaisse  sur  CM  une  perpendiculaire  qui  la  rencontre  en  M.   Lieu  de  M, 

(Gros.) 

258.  —  On  donne  un  point  fixe    P    dans  le  plan  d'une  conique.  Par  ce  poiut    P    on  mène  deux 

(iriites  telles  que  le  produit  de  leurs  coelticients  angulaires  soit  constant.  Montrer  que   les  sécantes 

communes  à  la  cociqueet  à  ces  deux  droites  enveloppent  une  conique. 

(Capitaine  E.  Barisien.) 

259.  —  En  un  point  quelconque   M    pris  sur  la  cubique  ayant  pour  équation 

ay^  =  x'  (C) 

on  mène  la  tangente,  qui  rencontre  la  cubique  en  M';  et  de    M   on  mène  la  tangente   MM'  qui  touche 
la  cubique  en  M".  Montrer  que  lorsque  M  se  déplace  sur  la  cubique  C  : 

1"  La  droite   M'  M'   enveloppe  une  cubique  de  la  même  famille  que   C  ; 

2"  Les  milieux  des  côtés  du  triangle  MM'M"  ainsi  que  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  décrivent 

chacun  une  cubique  de  la  même  fariiille. 

(Capriaine  E.  Baiusien.) 


Le  Rédacteur  Gérant:  H.  VUIBERT. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


SUR  LA  THEORIE  DES  COUPLES  EN  STATIQUE 

par  M.  X.  Aiitoniari,  Directeur  des  Éludes  et  professeur  de  Malhémaliques  spéciales  à  l'École  Monge. 


1.  La  théorie  des  couples  imaginée  i)ar  Poinsot  a  été  longtemps  bannie  des  programmes  ofticieU. 
Elle  figure  maintenant  au  programme  du  baccalauréat  es  sciences,  mais  elle  y  figure  à  une  place  ou 
son  utilité  tout  en  étant  bien  manifeste  est,  me  semble-t-il,  un  peu  amoindrie.  Le  moment  semble 
donc  venu  de  lui  restituer  sa  véritable  place  dans  l'enseignement  élémentaire  de  la  statique.  .Je  me 
propose  de  montrer,  dans  cette  courte  note,  tout  le  })arti  que  l'on  peut  en  tirer  pour  l'exposition 
des  premiers  principes  de  la  Statique,  et  notamment  pour  la  démonstration  des  deux  théorèmes 
fondamentaux  relatifs  à  la  composition  de  deux  forces  parallèles  ou  concourantes. 

2.  L'ordre  habituellement  suivi  pour  l'enseignement  de  la  Stati(|ue  est  le  suivant:  Composition 
des  forces  appliquées  en  un  point;  composition  de  deux  forces  parallèles;  couples,  etc.  Je  pense,  et 
j'espère  montrer  dans  ce  qui  suit,  qu'il  y  a  avantage  à  commencer  par  l'étude  des  couples.  On  y  gagne 
eu  simplicité;  on  y  gagne  en  brièveté  d'exposition  et  enfin  ou  y  aperçoit  l'utilité,  la  raison  d'être, 
devrais-je  dire,  de  l'introduction  en  mécanique,  de  certains  éléments  qui  étonnent  les  élèves  et  dont 
ils  ne  peuvent  soupçonner  l'importance  que  beaucoup  plus  tard  :  je  veux  parler  des  moments  des 
forces. 

3.  Dans  tout  ce  qui  suit  je  suppose  connues  les  notions  préliminaires  sur  les  forces,  la  composition 
des  forces  appliquées  au  môme  point  et  dirigées  suivant  ta  même  droite,  et  enfin  le  théorème  suivant  : 

Si  à  deux  sommets  opposés  d'un  losange  solide  on  applique  des  forces  égales  dirigées  soit  suivant  les  côtés 
du  losange  soit  en  sens  opposé,  ces  forces  se  font  équilibre. 

4.  Cela  posé,  je  rappelle  qu'un  couple,  en  mécanique,  est  un  système  de  deux  forces  égales, 

parallèles  et  de  sens  contraires,  appliquées  aux  deux  extrémités  d'une 
droite,  mais  non  directement  opposées. 

5.  Sans  changer  l'inlensité  de  ces  forces,  on  peut  les  supposer 
appli(juées  en  un  point  quelconque  de  leurs  directions;  si  lionc  CD  est 
une  peri)endiculaire  commune  aux  deux  forces,  on  peut  les  supposer 
ap[)li([uées  respectivemonl  en  C  et  en  D;  ce  qui  revient  à  dire  que  l'on 
peut  toujours  supposer  les  deux  forces  perpendiculaires  à  la  droite  aux  extrémités  do  laquelle  elles 
agissent.  La  longueur  de  celte  droite  perpendiculaire  commune  aux  deux  forces  s'apjielle  alors  le 
hras  de  levier  du  couple;  l;i  valeur  commune  tics  doux  forces  s'appellt>  la  force  du  couple.  In  couple 
apparaît  donc  comme  constitua  par  deux  éléments  :  le  bras  do  levier  et  la  force.  Il  parait  naturel 
d'admettre  ([ue  son  eiïet  sur  un  corps  doit  dépendre  do  ces  deux  éléments,  l'n  exainen  plus  attentif 
montre  qu'il  dépend  d'un  troisième  élément. 

6.  Si  l'on  imagine  en  ell'et  (|u'un  observateni'  soil  ilebout  sur  le  plan  du  couple,  par  rapport  ù  cet 
observateur  les  deux  forces  du  couple  tendent  à  faire  tourner  le  corps  auquel  elles  sont  appliquées  soit 


1)8 
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do  ilioiteù  gaui'he,  soit  de  i;auclio  ù  droite.  Ce  sens  de  rolalion  est  appelé  sens  du  couple.  Nous  verrous 
(HIC  doux  couples  situes  dans  le  môme  plan  ou  dans  des  plans  parallèles  et  pour  lesquels  ces  trois 
éléments  sont  respoctivcincnt  ôp,aux.  peuvent  être  remplacés  l'un  par  l'autre,  auircment  dit,  sont 
é(juii'<i/t'iils. 

7.  Il  n'existe  pas  de  couple  si  la  force  du  couple  osl  nulle;  les  deux  forces  du  couple  se  fout 
équilibre  si  le  bras  de  levier  est  nul  :  ou  peut  donc  dire  qu'un  couple  est  nul  soit  quand  la  force  est 
nulle,  soit  quand  le  bras  de  levier  est  nul.  I!  est  naturel,  d'après  cela,  de  dire  qu'un  couple  tend  vers 
zéro  (juantl  l'un  (luolconque  de  ces  deux  éléments  ou  tous  les  deux  tendent  vers  zéro. 

8.  Ces  définitions  étant  données,  il  est  aisé  d'établir  les  princii)ales  propriétés  des  couples.  La 
première  de  ces  propriétés  s'énonce  ainsi  :   On  peut  faire  tourner  un  couple  autour  d'un  point  de  son  plan 

sans  que  l'étot  du  corps,  au  point  de  vue  des  forces  qui  agissent  sur  lui,  soit 
^y\'  changé. 

La  démonstration  classique  de  cette  proposition  est  une  application 
immédiate  du  théorème  rappelé  plus  haut  (3)  et  relatif  à  l'équilibre  d'un 
losange  solide.  Soit,  eu  effet,  le  couple  (P.  AB.)  Par  le  point  0  milieu 
de  AB  menons  A'B'  =  AB  et  jjartîigée  par  le  point  0  en  deux  parties 
égales.  Rien  ne  sera  changé  à  l'état  du  corps  si  nous  appliquons  en  A' 
et  eu  B' les  forces  Pj,  Q,  Pi,  Q'    égales  à  P  en  intensité  et  deux  à  deux 


Pj'  directement  opposées.  Or  les  forces  égales  P,  Q,  P',  Q'  sont  appliquées 
aux  sommets  a  et  y  d'un  losange  a|3Y0  et  se  font  équilibre  ;  on  peut 
donc  les  supprimer  et  il  reste  alors  un  couple  (P,.A'B')  qui  n'est  autre 
chose  que  le  couple  (P.AB)  qu'on  a  fait  tourner  de  l'angle  w  autour  du 
point  0.  La  démonstration  serait  du  reste  la  mémo  si  le  point  0  était 
un  point  quelconque  du  plan  du  couple. 

9.    De  cette  proposiiion  résulte  immédiatement  la  suivante  : 

Deux  forces  égales,  pai-allèles,  et  de  même  sens  ont  une  résuUanle  d'.  même  sens  quelles,  égale  à  leur 
somme  et  appliquée  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  points  d'application. 


?♦ 


0 


On  peut  supposer  les  deux  forces  P  et  Q  perpendiculaires  sur  la 
droite  AB  qui  joint  leurs  points  d'application.  Tout  revient  alors  à  prouver 
que  les  deux  forces  P'  et  Q'  égales  à  P  et  appliquées  au  milieu  C  de 
AB  font  équilibre  aux  forces  P  et  Q.  Or,  cela  devient  évident  si  l'on  fait 
tourner  le  couple  (Q.BC)  autour  du  point  C,  de  manière  que  B  vienne  en  A. 


10.  Maicteuaut,  de  la  proposition  que  l'on  vient  de  démontrer  on  peut  conclure  facilement  quun 
couple  peut  être  transporté  parallèlement  à  lui-même  dans  son  plan  ou  dans  tout  plan  parallèle. 


/ 
/ 


P'/  ^' 


p; 


/ 


Soit  en  eifet  A'B'  égale  et  parallèle  à  Afe,  de  telle  sorte  que. 
la  figure  ABA'B'  est  un  parallélogramme  de  centre  0.  En  A'  et 
en  B'  appli(juons  les  forces  P,,  Q,  P)',  Q'  égales  à  P  et  deux  à  deux 
opposées.  P  et  Q'  ont  une  résultante  égale  à  2P  et  appliquée 
en  0;  Q  et  P'  ont  aussi  une  résullante  égale  à  2P,  ap])liquée 
en  0  et  opposée  à  la  première.  Ces  quatre  forces  P,  Q',  Q,  P'  se  fout 
donc  é(|uilibre  et  on  jjeut  les  supprimer;  il  reste  alors  un  couple 
(Pj.A'B'),  c'est-à-dire  le  couple  AB  transporté  parallèlement  à 
lui-même  en   A'B'. 
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11.  II  suit  évidemmeut  de  là  qu'ww  couple  peut  élre  déplacé  à  volonté  dana  non  plan  ou  dans  tout 
plan  parallèle. 

Pour  établir  la  possibilité  du  déplacement  d'uu  couple  r/ay^.v  son /)/an,  la  proposition  n°  8  aurait 
suffi;  car  une  figure  plane  invaiiable  peut  toujours  être  amenée  d'une  position  à  une  autre  par  une 
rotation  autour  d'un  point  convenablement  choisi. 

12.  Les  propositions  qui  précèdent  justifient  la  définition  suivante: 

Deux  couples  situés  dans  le  même  plan  ou  dont  les  plans  sont  parallèles  sout  dits  égaux,  quand 
ils  ont  même  sens  de  rotation,  par  rapport  au  même  observateur,  même  force  et  même  bras  de  levier 

La  définition  de  l'égalité  de  deux  couples,  conduit  à  la  comparaison  des  couples  entre  eux  et 
par  suite  à  la  mesure  des  couples.  Nous  comparerons  d'abord  deux  couples  ayant  le  même  bras  de 
levier  ;  puis  deux  couples  ayant  la  même  force  ;  puis  enfin  deux  couples  quelconques.  Quelques 
considérations  préliminaires  faciliteront  la  question  tout  eu  la  rendant  plus  claire. 

13.  Imaginons  que  l'on  partage  le  bras  de  levier  AB  d'un  couple  (P.AB)  en  n  parties  égales, 
quatre  sur  la  figure. 

En  chacun  des  points  de  division  appliquons  deux  forces  opposées,  égales  et  parallèles  à  P.  Nous 
ne  changeons  rien  à  l'état  du  corps  sur  lequel  le  couple  exerce  son  action;  mais  nous  mette ns  en 

évidence  n  couples  égaux,  et  le  couple  proposé  est  équivalent  à 
ce  système  de  n  couples  :  on  peut  dire  qu'il  est  égal  à  n  fois 
l'un  d'eux.  Ainsi  un  couple  peut  être  partagé  en  parties  égales 
en  laissant  la  force  fixe  et  en  partageant  le  bras  de  levier  en 
parties  égales. 

14.  On  peut  faire  l'opération  inverse,  c'est-à-dire  partager  la  force  en  n  parties  égales  et  laisser 
fixe  le  bras  de  levier;  le  couple  sera  encore  partagé  en  parties  égales.  Pour  rendre  ceci  bien  évident, 
il  suffit  d'amener  les  couples  qui  composent  (P.AB),  dans  la  figuie  précédente,  sur  le  couple  (^P.AC); 
on  obtient  ainsi  un  couple  unique  (4P.AC). 

15.  Comparons  maintenant  deux  couples  (P.AB)  et  (Q.AB)  ayant  même  bras  de  levier  et  n.ème 
sens  de  rotation.  Supposons  qu'une  force  f  soit  contenue  q  fois  dans  Q  et  p  fois  dans  P.  Le  couple 
(P.AB)  peut  être  décomposé  en  p  couples  (/". AB)  et  le  second  couple  (Q.AB)  en  q  couples  (/.  AB).  On 

peut  donc  dire  que  le  rapport  des  deux  couples  est  égal  au  rapport   -    des  deux  forces,  et  l'on  peut 

écrire  symboliquement 

(P.AB)  _  P 
(Q.AB)  "q" 

Le  cas  où  le  rapport  -  est  incommensurable  se  traite  connut'  dans  toules  les  questions  ilo  mesure 
de  grandeur.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

16.  Lorsque  dcxix  couples  ont  le  même  hras  de  levier,  ils  soiil  i  nire  eux  comme  leurs  forceps. 

17.  Pur  un  raisonnement  tout  pareil  on  prouve  que  deux  coupivs  qui  ont  ht  mcme  force,  sont  entre 
cuz'  dans  le  nu'me  rapport  que  leurs  bras  de  levier. 

18.  Sans  insister  davantage,  ou  aperçoit  tout  de  suite  lanalogio  de  cette  questiou,  avec  colle  de 
la  mesure  des  aires  en  géométrie.  Nous  pouvons  donc  énoncer  sans  déuiouslraliou  les  propositions 
suivantes  : 


' 

1 

1 

1 1 

G 

D 

E 

B 

' 

' 

' 

' 

100 


SUK  L.V  THÊOKIb:  DKS  COUPLES  EN  STATIQUE 


I.  —  Ih'ii.r  cou/ihs  qiiclcinujm.s  (njaiit  même  sens  de  rolation  sont  entre  eux  comme  les  j>roduits  de  leurs 
forées  par  leurs  brus  de  levier  /espeelifs; 

II.  —  N/  l'on  prend  pour  unité  de  roupie  le  eovple  dont  le  bras  de  levier  est  égal  à  l'unité  de  longueur  el 
dont  la  force  est  égale  à  l'unité  de  force,  le  nombre  qui  mesure  un  ccuple  est  égal  au  produit  du  nombre  qui 
mesure  la  force  far  le  nombre  qui  me,'-ure  son  bras  de  levier. 

Ce  pioiluit  de  la  l'uice  d'un  couple  par  son  bras  de  levier  s'appelle  le  moment  du  cou])le.  On  voit 
(jue  sa  valeur  mesure  en  quelque  sorte  l'action  du  couple. 

III .  —  In  eoujile  est  équivalent  à  tout  autre  couple  de  même  moment  et  de  même  sens  de  rotation. 
W .  —  Deux  coujdes  de  même  moment  et  dont  les  sens  de  rotation  sont  contraires  se  font  équilibre. 

19.  On  déduit  tle  III  que  l'on  peut  renii)lacer  un  couple  quelconque   (P.AB)  i)ar  un  autre  dont 
le  bras  de  levier  est  donné  à  l'avance;  car  si  a  est  le  nombre  qui  mesure  le  bras  de  levier.  P  le  nombre 
qui  mesure  la  force  et  x  un  nombre  quelconque,  on  a 

Va  =  (  —  ]  '  X. 

\  X  ) 

Si   donc  on  veut  que  le  bras  de  levier  soit  x,   il  suffira  que  la  force  soit 
,     ,    .   Pa 
^  X 

Je  vais  appliquer  ces  considérations  à  la  démonstration  de  la  règle  du  parallé- 
logramme des  forces  et  à  la  composition  des  forces  parallèles. 

Je  ne  m'occuperai  que  de  la  première  partie  de  la  règle  du  parallélogramme 

des  forces  :  La  résultante  de  deux  forces  appliquées  au  même  point  est  dirigée  suivant 

la  diagonale  du  parallélogramme  consti'uit  sur  ces  deux  forces. 

Soient  P  et  Q  les  deux  forces  appliquées  au  point  A  sommet  du  parallélogramme  ABCD  construit 

sur  ces  deux  forces.  Tout  revient  à    i)rouver  que  si  l'on  applique  au  point  G  les  forces  P'  et  Q' 

respectivement  égales  à  P  et  à  Q,  il  y  a  équilibre.  Or,  P  et  P'  forment  un  couple 

dout  le  moment  peut  être  représenté  par  l'aire  du  paraléllogramme  ABCD; 

Q  et  Q'  forment  un  second  couple  de  mêrre  moment.  Les  sens  de  rotation  des 

I Q  deux  couples  sont  contraires,  donc  ily  a  équilibre,  et  par  suite  la  résultante  de  P 

B     et  de  Q  est  dirigée  suivant  AC. 


/A 


20.  Polir  les  forces  parallèles  je  me  bornerai  à  deux  forces  parallèles  et 
de  même  sens  P  et  Q.  Soit  C  le  point  de  AB  tel  que 

P  X  AC  =  Q  X  BG.  (1) 

Tout  revient'  à  prouver  que  les  deux  forces  P'  et  Q'  appliquées  en  C 
respectivement  égales  à  P  et  à  0  et  de  sens  contraires,  font  équilibre  aux  forces  P  et  Q.  Mais  cela 
résulte  de  ce  que  les  deux  couples  (P.AC)  et  (Q.BC)  ont  des  sens  de  rotation  contraires  et  des  moments 
égaux  en  vertu  de  (1). 
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NOTE  RELÂ.TIVE  AUX  AXES  D'UNE  QUADRIQUE 


On  nomme  axe  d'une  quadrique  tout  diamètre  tel  que  le  plan  auquel  il  est  conjugué  lui  soit 
perpendiculaire. 

Tout  axe  ainsi  défini  est  un  axe  de  symétrie.  Je  me  propose  de  montrer  que  la  réciproque  n'est 
pas  vraie. 

CoQsidérons  en  effet  une  quadrique  rapportée  à  trois  axes  rectangulaires.  Pour  que  l'axe  des  x 
soit  un  axe  de  symétrie,  il  faut  et  il  suffît  que  l'équation  de  cette  quadrique  ne  change  pas  quand  on 
change  y  en     —y    et  z  en     —  ;:;  en  un  mot  il  faut  et  il  suffît  que  les  équations 

f[x,  y,  z)  =  0,  f{x,  -y,  -  z)  =  0 

soient  équivalentes.  Ces  équations  développées  étant 

kx^  +  Ay  +  A"5»  +  2By^  +  '2B'zx  +  2B>/  -h  "iOx  +  î>L'y  -h  îlG"z  +  D  =  0, 
Ax^  +  A-'y^  +  A"z^  +  2B(/^  -  2B'zx  -  ^B"xy  +  ICx  -  2G'//  -  2C":;  +  D  =  0, 

on  peut  satisfaire  aux  conditions  demandées  de  deux  manières  : 

1°  En  supposant  B'  =^  B"  ==  C  =  C"  =  0; 

dans  ce  cas  la  surface  a  pour  équation 

Ax^  +  Ay  -h  A"z^-  +  2ïiy:-  +  -2C,x  -f-  D  ^  0 
el,  en  général,  l'axe  Ox  est  alors  un  axe  de  la  surface; 

2°  En  supposant  au  contraire 

A  =  A'  =^  A"  =  B  :-  C  ^^  D  ..  0; 
l'équation  est  alors  réduite  à  B'^r  +  B"xy  +  C'y  +  C"^  =  0, 

et  dans  ce  cas  l'axe  des  x  est  bien  un  axe  de  symétrie  mais  non  un  axe  île  la  quailritiue. 

Par  exemple,  l'équation  xy  +  z  ~  0 

représente,  en  supposant  les  axes  coordonnés  rectangulaires,  un  paraboloïde  hyporbolique  équilatt-rc; 

l'axe  des  z  est  ïate  du  paraboloïde.  Les  axes  Ox  et  Oy  sont  les  génératrices  reclilignes  passant  par 

le  sommet;  ces  deux  droites  sont  évidemment  des  axes  de  syméln'e  du  paraboloïde,  ce  qui  s'explique 

aisément  en  remarquant  que  par  tout  point  M  de  la  surface  passent  doux  génératrices  rectilignes  dont 

l'une  est  la  perpcodiculairc  abaissée  de  M  sur  l'axe  îles  x  et  l'autre  la   perpendiculaire  abaissée  du 

même  point  M  sur  l'axe  di's  y,  de  sorte  que  le  point  M'  symétriiiue  do  M  par  rap|K)rt  à  l'axe  des  x 

et  lo  point  M"  symétrique  do  M  par  rapport  à  l'axe  des  y  sont  sur  lo  paraboloïde.  Ainsi,  le  parabo- 

oïde  équilalcre  n'a   qu'ft/i  are  et  il  possède  trois  a.i'vs  de  symétrie  formant  un  trièdre    trireclangle, 

ces  axes  de  symétrie  étant:  l'axe  de  la  surfiicc  et  !es  deux  génératrices  reclilignes  qui  passent  par  son 

sommet. 

(B.  N.) 
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ÉGOLK  CENTRALE  (Conroiirs  (1(>  189-2). 


Deuxième  session. 

210.  —  On  dontw  deu.r  (i.tes  rectangulaires  cl  unp)int   A   dont  les  coordonnées  sont   p   et  q.   Par  ce 
point  on  fait  pa>!scr  deux  cercles,  dont  Fun  a  pour  centre  l'origine  et  l'antre  un  point  C  de  l'axe  des  x  dont 

l'abscisse  est  a. 

Par  le  point  A  on  mène  deux  sécantes  DAE,  FAG  ayunt  une 
longueur  commune  donnée  21  (les  points  B  et  F  sont  sur  l'une  des 
circonférences  :  et  les  points  E  et  G  sont  sur  l'autre). 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  A  passant  par  les  points 
d'intersection  des  deux  sécantes  DAE,  FAG  avec  l'axe  des  y  et  la  paral- 
lèle à  cet  axe  menée  par  le  point  C. 

2"  Si  l'on  assujettit  une  des  coniques  A  à  passer  par  un  point  P  du 
plan,  reconnaître  le  genre  de  celte  conique  a' après  la posUion  du  point  P. 
3°  Déterminer  le  lieu  du  centre  des  coniques  A. 
4"  En  faisant  varier   1,    trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  cordes    DF,  EG. 

Les  équations  des  cercles   0  et  C  sont  respectivement 

ce»  -f-  rf  =:  /)»  -H  7»,  (1) 

{x  -  ay  -{-  y""  =  {p  -  ay  +  q\  (2) 

En  désignant  par    a  et  p   les  cosinus  directeurs  de  la  sécante    DAE,  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  cette  droite  peuvent  s'écrire 

X  =  p  -\-  a.z,  y  =  q  +  ^o\  (3) 

et  nous  aurons  les  valeurs  des  segments    AD   et  AE    en  remplaçant  dans  les  équations  (1)  et  (2) 
X  e\.  y   par  leurs  valeurs  (3),  et  en  résolvant  par  rapport  à   p. 
On  obtient  ainsi,  en  remarquant  que     a'  -f-  f^*  =  1, 

AD  =  -  2(pa  +  q^).  ÂË  =  -  2[(/)  -  a)x  +  q^]; 

et  la  longueur   DE  sera  la  valeur  absolue  de  la  différence  de  ces  deux  segments;  on  devra  donc  avoir 


d'où  l'on  déduit 


et 


p^ 


1 


a»  -  /2 


Ces   relations   définissent   deux   droites   passant    par    le    point    A     de    coefficients    angulaires 

/a*  —  /2 
±  i  / — ;      ce  sont  les  deux  droites    DAE  et  FAG;    elles   sont 

également  incliiiées  sur  les  axes  et  ne  sont  réelles  que  si     /  <  a. 

Ce  résultat  peut  s'obtenir  par  des  considérations  géométriques 
fortsimplos.  Projetons,  en  effet,  les  points  0  et  C  sur  la  sécante  DE 
en   0'  et  C,    et  menons   CI   parallèle  à   DE. 

DE 


On  a 


CI  :=  0'(r  = 


2 


et  le  point   I   sera  situé  sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre   OC. 

Si  l'on  veut  alors  que  DE  soit  égale  à  2/,  on  décrira  du  point  (J  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  /,  un  cerc^le  qui  rencontrera  le  cercle  de  diamètre  OC,  en  deux  points  I  et  1'  symétriques 
par  rapport  à  OC,  et  les  droites  cherchées  DE  et  FG  seront  parallèles  à  CI  et  CI'.  Le  problème 
n'est  possible  que  si     /  <  a. 
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Les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  droites  sont  égaux  et  de  signe  contraire,  et  leur  valeur 
aie  à  la  U 

s/a''  -  /« 


CI  l 

absolue  est  égale  à  la  tangente  de  l'angle    ICO    dont  le  cosinus  égale    — -     ou     -  ;     ces  coefficients 

Li(  )  CL 


sont  donc     ± 


i 


1°  L'équation  de  l'ensemble  des  deux  droites    DE  et  FG    sera 

(a"  -  l%x  -  pY  -  l^^ij  -  qf  =  0, 
et  l'équation  générale  des  coniques  A    pourra  s'écrire 

(a^  -  /')(.T  -  joy^  —  l'^iy  -  qY  +  lx{x  —  a)  =  0. 
Ces  coniques  ont  leurs  axes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 


(^) 


2°  Soient  ajo,  ijo  l<^s  coordonnées  du  point    P;    en  écrivant  que  l'équatiou   (4)  est  satisfaite  par  les 
coordonnées  de  ce  point,  on  obtient 

)  =  _  (a'  -  ^•^)^-^o  -  P'^  -  ^'^(yo  -  y' . 

on  détermine  ainsi  une  seule  conique  du  faisceau.  Pour  avoir  le  genre  de  cette  conique,  calculons  le 
discriminant  de  l'ensemble  des  termes  du  second  degré, 

1=  -  l^  [a*  -  /2  4-  \], 
ou  en  remplaçant  X  par  la  valeur  écrite  plus  haut, 

^       /^[(a^  -  l^){x,  -  vY  -  nyo  -  qY  -  ja'  -  ^^oix^  -  a^] 

5  -—  __ — . — . — _ , 

La  conique  qui  passe  par  le  point  P  sera  donc  une  ellipse  si  l'on  a 

Xo{Xo  -  «)[(a»  -  l'yx"  -  pY  -  /»(yo  -  qY  -  («'  -  l^'MXo  -  a)]  >  0  (o) 

et  une  hyperbole  si  le  premier  membre  est  négatif. 
Construisons  les  courbes  qui  ont  pour  équations 

a;=rO,  X  —  a  =  0 , 

(a«  -  l^){x  -  pY  -  H'J  -  qY  -  (a'  -  l'')x{x  -  a)  =  0. 
Les  deux  premières  sont  les  droites   Oy   et  CH  ,   la  seconde  est  la  parabole  du  faisceau  (4);  elle 
passe  donc  par  les  quatre  points   H,  K,  M,  N,  intersections  de   Oy   et  CH  avec   DE   et  FG.    Cette 

parabole  se  réduit  d'ailleurs  a  deux  droites  parallèles  si  le  point   A 
est  équidistant  de   0//   et  de   CH. 

En  remplaçant  dans  l'inégalité  (5)   a\,,  //.,   par  les  coordonnées 
p,  q   du  point    A,    on  obtient  dans  le  premier  nuMubro 

-  (a»  -  /»y(p  -  «)S 
résultat  négatif.  Il  en  résulte  que  le  point   A   est  dans  la  région  du 
plan  par  oii  passent  des  hyperboles,  ce  qui  était  d'ailleurs  évident 
a  priori  puis(iue  la  conique  qui  passe  au  point   A    se  compose  pré- 
cisément des  droites   NH   et   MK. 

11  résulte  de  \h  que  si  le  {loint  V  se  trouve  dans  les  régions 
du  plan  couvertes  do  hachures,  la  conique  qui  paAse  en  ce  point 
est  une  ellipse;  si  le  point  P  se  trouve  ilans  les  autres  régions 
la  coni(iue  est  une  hypt'rbclo.  Si  le  point  P  est  sur  la  parabole, 
la  coniciue  cherchée  est  précisément  cette  parabole;  enlin  si  le  point  P 
est  sur  l'une  des  droites   ())/   ou   CH,    la  conique  se  réduit  à  ces  deux  droites  parallèles. 


y 

B 

p 

R/ 

1/ 

XA/' 

Wi 

-iv 

6 

■ 

i 

0 

i 

■ 

c     -^ 
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3"  I.t>s  cDonlonnr'cs  du  (-(Milio  de  la  coiiiciuo  (i)  sont  dounées  par  les  équations 

"lia'  -  l*){x  -  p)  +  l{tv  -  a)  ■-=  0, 
_  i^u,  -  q)  =  0. 

Le  litni  (lu  oiMitre  est  donc  la  droite  //  —  7  i-  0  ,  c'est-à-tlirc  la  parallèle  ;\  0,/;  passant  par  le 
point    A. 

Ce  résultat  pouvait  se  prévoir,  car  cette  droite  joignant  les  milieux  des  deux  cordes  parallèles 
WN  et  HK,   est  un  diamètre  commun  à  toutes  les  coniques  (4)  el  par  suite  est  le  lieu  de  leurs  centres. 

4"  Transportons  l'origine  dis  coordonnées  au  point  A;    les  équations  des  cercles  deviennent 

.}•«  +  if  4-  2p.v  +  '2qy  =  0, 
.T'  +  y-  +  ^2(p  —  a).r  -+-  '2.qij  —  0. 

Soit     ux  +  ry  —1=0     l'équation  do  la  droite   DF;   je  forme  l'équatioa  des  droites   AD   et   AE, 

on  a  ainsi 

X-  +  7/*  +  {'2.px  +  ^qy){ux  -h  vy)  =  0, 

cl  j'écris  que  cette  équation  représente  les  mêmes  droites  que  l'équation 

{a"  -  /')a;^  -  /^//2  =  0. 

1  -h  'ipu       \  +  ^qv 

On  obtient  — :: —  =  -z — » 

a^  —  L^  —  l- 

pv  4-  qu  ==  0. 

Ces  équations  donnent    (/   et   v,  et  l'équation  de  la  droite   DF   peut  s'écrire 

aHpx  -  qy)  -  2a*<?^  +  2/^(/>^  +  q^)  =  0. 

En  changeant  /;   en  p  —  a,   on  aura  ré({uation  de  la  droite    GE  : 

n^[ip  -  n)x  -  qy]  -  2a^q-  +  2/^[(/j  -  a,^  +  q^]  =^  0, 

et  l'équation  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  droites  s'obtient  en  éliminant  /'■  entre  ces  deux 

équation?,  ce  qui  donne 

px  —  qy  —  2r/*       (p  —  a)x  ~  qy  —  27'  ^ 

/)*  +  q"^  i/J  —  of  +  q-         ' 

c'est  l'équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  point  (0,  —  2(/),    c'est-a-dire  par  le  deuxième  point  de 

rencontre  des  deux  cercles. 

Gbarles  Biiaii-lion,  lycée  d'Amiens. 

mil  résolu  la  m.'-me  queslion  :  MM.  II.  I!hi  1  ivft,  lyct-e  <le  Nanles;  J.  lUis,  à  Elarapes;  .1.  VANniEii,  soldai  au  1 1  ','  .linnuUerie,  à  Suinl-Maivenl. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  lUo 


CtÉométrie  analytique 


167.  —  Trouver  le  lieu  du  centre   w    du  cercle  passant  par  le  centre  0  d'une  hyperbole  équilatére  et 
tangent  à  cette  hyperbole  au  point  mobile  M. 

Soit  x""  -  y^  -  a^  =:  0 

l'équation  de  l'hyperbole  équilatére  rapportée  à  ses  axes. 

Si  a,  [3  sont  les  coordonoées  d'uu  point  du  lieu,  l'équation  du  cercle  qui  a  ce  point  pour  centre  et 

qui  passe  par  l'ori^çine  peut  s'écrire 

x^  +  //*  -  2ax  -  ^y  =  0 . 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  écrivant  que  ces  deux  courbes  sont  tangentes.  Nous  écrirons  pour 
cela  que  l'équation  en  À  relative  à  ces  deux  coniques  a  une  racine  double. 
En  annulant  le  discriminant  de  la  fonction 

.^2  +  rf  —  2acc  —  2[3î/  +  X(.v'  -  ?/»  -  a»), 
on  obtient  l'équation  a'X"'  +  X(a«  -  [3*  —  a*)  —  (a'^  -f-  S»)  :=  0  ; 

et  pour  que  cette  équation  ait  une  racine  double,  il  faut  que  l'on  ait 

\y  _  ^j  _  «2^3  _^.  27a2(a>  +  ji^)»  ^  0  ; 

ce  qui  montre  que  le  lieu  est  une  courbe  du  sixième  degré  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 

Pour  la  construire,  passons  en  coordonnées  polaires;  en  remplaçant  a  par  c  cos  <••>   et   5    par 

p  sin  0),   on  obtient 

4(p^  cos  2co  -  a^y  =  -  27a'-û* 
ou,  en  extrayant  la  racine  cubique, 

v/4(ç»  cos  2(0  -  a^)  --=  -  3a^>3. 

2 

Si  1  on  pose  p3  = -, 

z\/i 

I  équation  peut  s  écrire  z-^  —  -  z —  —  0  , 

.  1'             -,                  n     A         r                                                   2(0                 2(0  +  2Tt        ,  2.0  +   \^. 

et  Ion  sait  que  cette  équation  a  pour  racines     cos  -—  ,     cos et     cos 

o  o  o 

L'équation  proposée  est  donc  équivalente  aux  trois  C([uations  suivantes 

a 

2  cos a  — 


0 

C0S-! 

2(0 

+ 

2:: 

(/ 

,{ 

2 

C0S2 

2a> 

H- 

47r 

P  = 

2  ros2  

S 

Ces  trois  équations  représentent  la  iiumuo  courbe.  Il  sulVira  de  considérer  lune  d'oUos  ;  nous 

pieudrous  la  première, 

a 

?  = 


2  ces»   — 

o 


10C 
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Oïl  aura  toute  la  courbe  en  faisaut  varier  w  dans  un  intervalle  do    Gt:  ;    mais  en  changeant   (o   en 
3::  -\-  w.     0   VA'  chauiie  pas;  la  courlx»  est  donc  symétrique  par  raj)portau  pôle,  et,  comme  le  signe  ±, 

sous-ontendu  devant  le  second  membre,  nous  donne 
déjà  cette  symétrie,  il  suffira  de  faire  varier  w  dans 
un  intervalle  de  Sn.  Enfin,  en  changeant  w  en  —  œ, 
p  ne  change  pas;  la  courbe  est  donc  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  polaire.  Tout  revient  donc  à  faire  varier 

iù   entre  0    et  ^ ,    et  à  prendre  le  symétrique  de  la 

branche  de  courbe  obtenue  par  rapport  aux  deux  axes. 

2(.) 
Pour  que   p   soit  réel,  il  faut  que   cos  —  soit  posi- 

<j 

q 

lif,  c'est-à-dire  ([ue  oi  <  —    • 


Quand   iù   varie    de   0  à 


—  ,     cos  —    décroit  de 

4  o 


1    à   0   et,  par  suite,  la  valeur  positive  de   p   croît  de 
;r   à    -1-  oc  .  On  voit  aisément  que  la  branche  de  courbe 

1 

est  parabolique,  puisque  la  dérivée  de  -  est  nulle  pour 

3.  ' 

4 
On  a     OA  =  a,    OB  =  ay/^,     et  la  tangente  au  point  A  est  perpendiculaire  à  Ox. 

Remarque.  —  Cette  courbe  est  unicursale;  en  effet,  le  centre  a>  d'un  cercle  tangent  à  l'hyperbole  en 
M  s'obtient  en  prenant  l'intersection  de  la  normale  en  M  à  l'hyperbole  et  de  la  perpendiculaire  menée 
à  OM  en  son  milieu  I.  Les  coordonnées  du  point  w  sont  donc  fonctions  rationnelles  de  celles  du  point  M, 
et  comme  ces  dernières  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre,  il  eu  sera  de 
même  des  coordonnées  du  point  w. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Cette  construction  du  centre  (o  du  cercle  permet  d'obtenir  simplement  l'équation  du  lieu. 
Soient  pi ,  6,  ,   les  coordonnées  polaires  du  point  M,    p  et  0   celles  du  point  w.  Calculons   p  et  0  en 
fonction  de  p,  et  6,  . 

Désignons  par  H  et  K  les  points  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  les  asymptotes.  On  a 

MÔK  =  ôj  +^, 
4 

et,  comme  le  triangle  OMK  est  isocèle, 


OMK  =  TT  -  2(0,  -1-  - 

Cet  angle    OMK    est   égal   à    l'angle     IojM  :     ils   ont     leurs 
côtés  perpendiculaires;  par  suite,   wOl  =  '20,     et    0  =  30,. 
De  plus,  01  =  Oo)  cos  29, 

p,  =  2p  cos  26,. 


On  a  donc 


3' 


2e 
p,  =  2p  cos  — 

o 
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et  comme   l'équation  de  l'hyperbole  est       pï 


cos  26 1 

l'équation  du  lieu  du  point  w   sera  '^P*  cos*—  _         —, 

cos  y 

ou  p*  = . 

4  cos'  -r- 
o 

L.  AuGK,  à  Toulouse. 

Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Audiueht,  à  Mirseille;  Auzeram,  à  Toulouse;  K.  X.  Barisies:  E.  Bourribnnb,  à  Riuen;  Armand  Cahbn, 
étudiant  à  la  Sorbonne;  A.  Duhameaux,  lycée  d'Amiens;  E.  Kaucili.on,  collège  Chaptal. 


196.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  qu'en  menant  des  normales  à  une  cardioïle,  la  somme  des  inverses 
des  rayons  vecteurs  joignant  le  point  de  rehroussement  aux  "pieds  des  normales  soit  constante. 

Soit  p  =  R  cos  M  +  R 

l'équation  de  la  cardioïde  en  coordonnées  polaires,  ou  en  coordonnées  cartésiennes 

{x^  +  î/2j2  _  2Ra;(j22  +  7f)  -  R^//»  z=  0. 

Les  coordonnées  du  pied  d'une  normale  issue  du  point  P{Xq,  y„)    vérifient  l'équation 

Xq  -  X ^ Vo  -  y 

(,>c*  +  ifX^x  -  R)  -  mx^       'iy{x-'-  +  y-")  -  ^2Rxy  -  R^y 
ou,  eu  ordonnant, 

2(a;*  +  y'){x,y  -  y,x)  +  R.r//(R  -  ^x,)  +  R{lx''y,  -  Ryx,)  -  Riy  -  y„Mx'  -h  y'-)  =  0. 

Transformons  cette  équation  en  coordonnées  polaires  : 

2f-(XQ  sin  oj  —  î/o  cos  oj)  +  Rp  sin  co  cos  co(R  —  S^t^)  +  R(2pyo  cos-  w  —  Rxq  sin  w)  —  R(s  sin  (o  —  y^)z  =  0. 

En  remplaçant   cos  co    par   -  »   on  trouve 

pi/o(2p  -  3R) 
sin  co  — 


Rx,{±  -  R)  -  R'p 

Par  conséquent,  l'équation  ayant  pour  racines  les  distances  du  point  de  rebroussement  aux  pioils 
des  normales  est 

/p  -  Ry  ,       p'!é^?  -  3R)'       ^  . 

\     R    /        [Rx,{^lo  -  R)  -  R«p]«         ' 
ou,  sous  forme  entière  et  en  mettant  x  et  //  au  lieu  de  t^  et  y^,  et  en  divisant  par  ;, 

(p  -  2R)[a:(2p  -  R)  -  Rp]«  +  zy\t?  ~  3R)«  .=:  0. 
Le  coeflicient  de   p   est  éiçal  à  9R''(;c»  -f-  //«)  —  4R'.r; 

le  terme  constant  est  égal  à    —  2R'j-''  ; 

donc  >   -  =  rrr^ 

^  p  2R.r'' 

1 

En  désignant  par        une  constante,  l'équaliou  du  lieu  est  donc 

iWi  -  2R\r»    f  %y'    -  ÏWli.r       0. 

Le  lieu  est  donc  une  coniciuo  passant  par  l'origine  et  normale  eu  co  pointa  la  tangente  lii*  rebrous 

sèment  qui  est  un  axe  de  symétrie. 

A.  DuiiAMEVDx.  —  Ch.  niiAii.iio>   I .vci^c  dWmiens^. 
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204.  —  0»  donne  un  cercle  C  et  une  (lirection  fire  A.  On  prend  sur  une  tangenle  au  cercle  à  partir 
tlu  iHiinl  (le  conlart  un  setjnient  de  longueur  constante  a.  Lieu  delà  projection  de  l'ertréinité  de  ce  se'iinent 
sur  la  parallèle  à   A   menée  par  le  point  de  contact. 

ProQODs  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  au  centre  du  cercle  C  de  rayon  R,  l'axe  des  x 
l'iaut  parallèle  à  la  direction  A. 

Soit  M  le  point  de  contact  d'une  tangente  au  cercle  et  9  l'angle  que  fait  le  rayon  aboutissant  au 
point  M  avec  l'axe  dos  x.  Si  x  et  //  sont  les  coordonnées  du  point  du  lieu  correspondant  au 
point    M,    on  a 

X  =  R  cos  -f  ±  a  si  n  9  ) 

y  =  R  sin9  ) 

Le  signe  -+  est  relatif  à  la  longueur  a  portée  dans  un  sens,  le  signe  —,  à  la  longueur  a  portée 
dans  l'autre  sens. 


De  ces  deux  équalions  (\),  on  déduit 

y                                Ra;  :;;:  aij 
sin<f=-,  cos 9  =  ^^  ' 

Par  suite,  eu  éliminant  9,  on  trouve 

R"'  ^  R'  ~ 

ou  K«.r*  +  (R-  +  a^)//*  :+:  laR.ry  -  R*  r^  0.  (2) 

Le  lieu  demandé  se  compose  donc  de  deux  ellipses  égales  également  inclinées  sur  les  axes  et 
passant  toutes  deux  par  les  points  de  rencontre  du  cercle  C  avec  l'axe  des  x.  Elles  coupent  l'axe 
des  y  aux  mêmes  points.  Elles  sont  tangentes  aux  droites  y  =  ±ï{,  c'est-à-dire  aux  tangentes 
au  cercle  parallèles  à  l'axe  des  .t. 

Remarque.  —  On  sait  que  l'aire  de  l'ellipse  définie  par  l'équation 

Ax-  +  ^2Bxy  -+-  C'/  -f-  F  =  0 

a  pour  expression  U  = 


v/Ac;  -  B^ 
Or,  ici  F  :^  -  R*,  AG  -  B*  =  R». 

Il  on  résulte  donc  que  l'aire  a  pour  valeur 

U  r-    ttR». 

Donc,  en  faisant  varier  la  longueur  a.  Ions  les  lieux  obtenus  pciil  dos  ell'pses  ayant  une  aire 
constante  et  égale  à  celle  du  cercle   (i. 

E.-N.  Barisif.n. 

Ont  résolu  la  miime  queslion  : 

MM.  AcoiBERT  (Marseillo  )  ;  A.  Baiilt 'lyrée  fie  l.yon)  ;  H.  l»r.5AiN  iRoiien)  ;  I..  Khinat  (iiislituleur  à  Ei-pinchal  ;  E.  Ciedin  (lycée  Sainl-louis); 
H.  L»iiB«BT  (Alger);  J.  Marchai.  iS9«  de  ligne,  a  Courbevoiej ;  A.  .Mobel  (ingénieur  au  Creusot);  Dt'raèln'  sh(hnf>cl-  (sous-lioiilenanl  de  l'armée 
ri.umalnel  ;  1.  Vamdiek    t  u*  de  ligne  a  sainl-Mai.ienl)  ;  P.  Vii>\i.  (lîcole  \Ji  M  arlini'-re,  l.yon;. 
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207.  —  ÉtoM  donné  un  ellipsoïde,  s'il  y  a  un  sijdème  de  trois  plans  diamétraux  conjugués  coupant  la 
surface  suivant  des  ellipses  ayant  da  aires  égales  entre  elles  et  à  une  aire  dontuïe  S-,  il  y  en  a  une  infinité. 

Soit i-  V  +  ~  =  1     l'équation  de  l'ellipsoïde,  rapporté  à  ses  axes;  posons  S-  =  r.li-. 

a'^       b'^       c"^ 

Menons  par  le  centre  les  normales  à  tous  les  plans  diamétraux  qui  détachent  dans  l'ellipsoïde  uue 

aire  tt/i^;  il  est  facile  de  démontrer  (voir  par  exemple  N.Â.  18W,  p.  92)  que  le  lieu  de  ces  normales,  est 

le  cône  ayant  pour  équation 

^  *■'  (^.  -  6^)  =  "•  <*) 

On  trouvera  que  l'enveloppe  des  plans  diamétraux  qui  détachent  une  aire  -h-  est 

Si  })ar  la  transformation     a;  =  ;,     y  =  -r^,     ;  —  -  C,       nous  chani^eons  l'ellipsoïde  donné  en  la 

sphère  dont  l'équation  est 

?2  +  r,^  +  C'  =  a-  ; 

les  plans  diamétraux  conjugués  considérés  de  l'ellipsoïde  deviendront  trois  plans  rectangulaires 
deux  à  deux  passant  par  le  centre  delà  sphère,  et  le  cône  leprésenté  par  l'écjualion  {"2)  deviendra 
le  cône  dont  l'équation  est 

V  a-=  fi  -  -LVl  -  -L)  ^  0.  (3) 

Or  l'on  sait  que  si  l'on  peut  mener  à  ce  cône  trois  plans  tangents  rectangulaires  deux  à  deux,  on 
le  peut  d'une  infinité  de  manières. 

II  en  résulte  que  la  proposition  est  démontrée. 

Remarque.  —  On  démontre  facilement  que,  pour  que  le  cône  (3)  puisse  avoir  trois  plans  tingenls 
rectangulaires  deux  à  deux  (N.  A.  18'j6,  p.  105),  il  faut  que  l'on  ait 

W       o-'cyW       c-avW       a'by\  I 

Si   nous  supposons    a  >  6  >  c,     on  en   déduit  que   lorscjue     S*     est  égal  soit  i     -ac,     soit  à 

1  b'^c^  -)-  c^a'^  -H  a^b^ 
Tti/ — ; >      on  peut  mener  à   l'ellipsoïde  considéré  une  infinité  île  plans  diamétraux 

conjugués  qui  aient  tous  les  trois  S-  pour  surface  de  section  dans  l'ellipsoïde. 

E.  Lkmoi.nk. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  E .  Lemoinc. 

Je  no  vous  envoie  pas  la  solulion  do  la  question  2(K),  co  n'csl  pas  la  poini*;  elle  se  trailo  direclomenl  eu  pronanl  les 
langenlos  sous  !a  forme  y  =  mx  -|-  yV/w'  -|-  0'^  et  ne  prcSscntc  d'autres  particularilcs  que  celle-ci  :  les  calculs  qui  semblent 
se  présenter  comme  fort  compliqués  so  simplilionl  bionlOt  d'une  faroii  remarquabli».  Cost  un  joli  exercice.  K.  I. 

Nous  n'avons,  juscju'ici,  rcru  aucune  solution  de  celle  (iiicslion.  (H.   N.) 


lll) 
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209.  —  l'.tiint  (ti)iince  une  cissoïde  de  Dioclèa  ayant  pour  point  double  le  point  0  et  pour  asymptote  la 
drtnlc  AH,  <>n  j<>int  le  p  >int  double  0  à  un  point  M  de  (a  cis.soïde  ;  la  droite  CM  rencontre  AB  en  I  et  l'on 

prend     IP  —  IM.     Trouver  l'aire  comprise  entre  la  cissuide  et  la  courbe 
lieu  du  point    P. 

0  étant  1<'  j)ôlo  et  a  lo  diamètre  du  corde  gcoérateur,  l'cqualion 

(le  la  cisso'ùle  est 

siu»  Ô 


Mais 


01 


cos  0 
doue,  eu  posant   OP  =  R, 


R  =  « 


cos   0 
MI  =  OR  =  a  cosO; 

i  +  cos*  0 


cos  0 


est  l'équation  du  lieu  de  P. 
La  surface  cherchée 


ou,  en  simplifiant, 


s  =  ia^    I   -^rfO  ==27:2». 


.     (1  -4-  cos'  0)*  —  sin*  6    , 
^  '  ^  '  cos*  0 


La  surface  cherchée  est  donc  éstale  à  8  fois  la  surface  du  cercle  donné. 


(AuuiBEKT,  ù  Marseille.) 


Onl  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  Baimt  (Dijon»;  H.  Ciiéronnet  (Condorcet);  L.  Giuux  (Nantes);  Morel  (au  Creuset);  Ch.  Turohi  (à 
Fcrrare);  J.  VA>DitR  (Sainl-Maixent). 

214.  —  A,,  A,,  A3  sont  trots  droites  concourantes,  P, ,  P^  dcu.v  points  fixes.  Une  droite  A  mobile 
autour  de  Vi  rencontre  A,,  A,  aux  points  Mj ,  M^  ;  les  droites  P^Mi ,  P-^M^  coupent  A^  en  Mj  ,  M2 .  On 
demande  l'enveloppe  des  droites  MjM2,  M^MJ  et  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre. 

Prenons  pour  axes  les  deux  droites   Aj  et  A.^ .   Soient 

y  —  mx, 
l'équation  de  la  droite   A3   et   (a,  ;î),  (a,  ,  fi')     les  coordonnées  des  points     P,    et   P^. 

Une  droite  quelconque   A   passant  par  le  point  P^   a 

pour  équation 

y  -  [i  =  X(aî  -  a)  ; 

elle  rencontre  les  axes  au  point  Mj  d'abscisse 

A 

et  au  point  Mj  d'ordonnée  }  —  Àa. 

Par  suite,  l'équation  de  PjM,  peut  s'écrire 

y        l(x  —  a)  -h  [i  ^ 

F  "  M«'  -  ^)  +  f^  ' 

celle  de   P.^M,   est  de  même 

X  _  y  —  ^  +  Ày. 
%'  ~  p'  -  p  -+-  Xa  * 

M,M2  est  une  droite  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  de  A3  et  de  la  droite  P^M,  ;  son  équation  est 
donc  de  la  forme 


/a  —  fi 


■jiy  —  wx)  -+-   [-/{y  —  p  H-  Àa)  —  x{b'  —  p  +  /a)]  —  0. 


(<) 
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Écrivons  qu'elle  passe  par  le  point  M^;  on  a 

-  aw(Xa  -  p)  +  [a'(Àa  -  [î)À  -  (Àa  -  6)(f/  -  f,  -h  /a)]  =  0, 

OU,  en  supprimant  le  facteur   la.  —  fi, 

A(x  -  a)  -  (P'  -  ô) 
ij.  = _  . 

m 
Portant  celte  valeur  dans  l'équation  (1),  nous  aurons  pour  l'équation  de  la  droite  iJ,M2, 
[X(a'  -  a)  -   (^'  -  p)](ij  -  mx)  +  ma'(y  -  fi  +  Àa)  -  w<a:(^'  -  fi  -h  Àa)  ==  0 
ou,  en  mettant  le  facteur  À   en  évidence, 

À[(a'  —  ac)y  —  niax  +  maa'j  —  (B'  —  fi)y  +  //<a'(/y  —   •5;  =  0.  (1) 

Cela  montre  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  A  situé  à  l'intersection  de»  deux  droites 

(a'  —  a)i/  —  moL'{x  —  ol)  ~  0, 

W  -  f%  -  '"='•'( i/  -  P)  =  0. 
De  ces  deux  équations  on  déduit  que  le  point   A   se  trouve  sur  la  droite 

—  -— > 

X  —  a.        a.    —  a. 

c'est-à-dire  la  droile  PiP^ ,  ce  qui  s'explique  aisément  en  remarquant  que  la  droite  P,P.  est  nue 
position  particulière  de  la  droite  Mi^^.j,  correspondant  au  cas  où   MiM,   coïncide  avec    P,Pj. 

On  peut  alors  construire  aisément  ce  point  A  en  supposant  que  la  droile  MjM,   est  parallèle  à  A, . 

On  verrait  de  même  que  la  droite  M.^]Vlt  passe  par  un  point  fixe  B  également  situé  sur  la 
droite   P,P,. 

L'équation  de  la  droite  M^Mi  peut  d'ailleurs  s'écrire 

À  [(a;  -  a)f,'  —  mx(a'  —  a.)]  —  H'(y  —  p)  4-  mx{b'  —  p)  =  0.  (2) 

On  aura  le  lieu  du  point  dM-encontre  dos  droites  M^M',  et  M^M,  en  éliminant  À  entre  les  équations 
(1)  et  (2),  ce  qui  donne 

(a'  —  x)y  —  iiiol'{x  —  a)  _  (f  —  p)ji  —  mx'dj  —  p) 

,  {X  -  a}[i    -  mx[a'  -  a)  ~  [y  -  p)p'  -  mx{p'  -  ^)  ' 

OU,  en  développant, 

(a'  -  a)(//  -  p){p'y  -  m^x'x)  =  (p'  -  p)(.x  -  a)(fl'//  -  m^'x), 

[{r/  -  a)(y  -  P)  -  (P'  -  ^){X  -  a)][p'*/  -  m^x'x    =  0. 

Le  premier  facteur  égalé  à  zéro  est  l'équation  de  la  droite    P,P, ,    c'est  une   solution  singulière 
correspondant  au  cas  où  la  droite   MjM,   coïncide  avec  P,Pa. 
Le  véritable  lieu  est  donc  la  droite  qui  a  pour  équation 

p'y  —  in^oi'x  =  0; 
c'est  une  droite  passant  par  le  point  0  et  qui  est  indépeudaulo  do  la  i)osition  du  point    P,  . 

Capitaiuo  K.  N.  Barisikn. 

Soi.irrioN  Gi^oMKTmuni:.  ^  Imaginons  une  secomle  position  do  !a  sécante  M, M,;  soil  ///jm,  cl 
désignons  par  m\  et  m'>  les  points  de  rcucoutro  do  P^m,  et  P.j///,  avec  A^.  Les  deux  triangles  M,M,^Mj  ot 
m^m.j;m2  ont  leurs  côtés  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourantes;  ils  sont  donc  hoMuNtgiiiuos.  par 
suite  los  côtés  correspondants  se  coupent  en  trois  points  en  ligne  droite;  M, Mi  ot  ;/j,;»j  se  rencon- 
trent donc  i'w  un  point  A  situé  sur  PiPj,  ot  si  Ton  suppose  (jne  m^m^  reste  lix«\  on  voil  (|uo  M,Mi 
passera  constamment  par  le  point  A.  Ou  verrait  de  mémo  que  M^M,  passe  par  un  point  fixe  B,  éga- 
lement situé  sur    PiP^. 


11-2  QUESTIONS  l'HOFOSÉRS 


Miiiin,  en   d'siguant  par   CI   \v    [loiiil  de  rrncontic  do    MjM^   etM.^Mi,   j)ar   c   celui  de    7/i,m2     et 

HjjMJi,    les  lieux  triangles    M, M  C    et   m,m|C    sont  honu)loj;i(iues  i)arci'  ([ue  leurs  côlés  se  rencontrent 

lieux  il  ilt-ux  eu  trois  points  A,H,1\  eu  li.;ue  droite.  Par  suite  les  sonnncts  sout  deux  à  deux  sur  trois 

droiles  concourantes,  ce  qui  niout^e  que  la  droite   Ce  passe  par  le  point  0,  c'est  à-dire  que  le  lieu  du 

point    C    est  une  droite  passant  par  le  point   O. 

H.  CiiiiioNNKT  (Condorcet). 

.Mil  es  >oIulioi>saiialyliiiues  el  yéoiii'liitiucs  par  MM.  .\.  I!,\iuva  I>ij'>n;  l'iul  llBOoi,  lycée  de  Maiseille;  A.  Bhaii.i.ion,  lycée  d'Araiens;  II.  Hiîi:- 
nvtT.  lycée  de  .Nanles;  Kéli.x  Pitbc ',  lyci'e  de  Toulouso;  II.  (Jairdy  ;  J.  IU15,  ;\  laampes;  Kugèiie  I.K(juiniiik<:,  lycée  de  Toulouse  ;  A.  Maumion,  lycée 
de  Mou  fins;  C.  Uai;,  Coiidorcet  ;  J.  VamJifii,  soldai  au  1 H'  de  ligne  à  Sainl-Miiixeiil. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


260.  —  Étant  donnés  deux  plans  P,  V  et  deux  droites,  A.  A';  trouver  le  lieu  des  points  dont  le 
rapport  des  distances  à  A  et  A'  est  constant,  ces  distances  ctaut  comptées  parallèlement  aux  plaL s 
P  et  P'  respectivement.  Le  lieu  est  une  quadrique. 

"1°  Quelles  sont  les  quadriqurs  susceptibles  de  ce  mode  de  géuéralion  avec  des  éléments  réels?  Une 
quadrique  de  cette  espèce  étant  donnée,  trouver  les  droites    A,  A'   et  les  plans   P,  P'   correspondants. 

261.  —  Étant  donnée  une  l'amille  de  coniques  homofocales  :  1"  Trouver  l'enveloppe  des  polaires 
duu  point  fixe  P  par  rapport  à  ces  coniques;  "2"  Trouver  la  polaire  réciproque  de  l'hyperbole 
d'Apollonius  relative  à  P  et  à  l'une  de  tes  coniques,  prise  pour  conique  directrice;  3"  Enveloppe  des 
normales  telles  que  les  tangentes  aux  points  d'incidence  passent  par  P.  On  doit  trouver  la  même  courbe 
dans  les  trois  cas.  Expliquer  pourquoi. 

262.  —  On  considère  une  famille  de  coniques  homofocales.  Lieu  des  foyers  de  l'hyberbole 
d'Apollonius  relative  à  un  point  lixe    P   et  à  l'une  quelconqie  des  coniques  de  la  famille. 

263.  —  \"  Le  lieu  des  contres  des  coniques  passant  par  le  sommet  d'un  angle  droit,  dont  les 
foyers  se  déplacent  chacun  sur  un  des  côtés  de  cet  angle  et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  est 
constante  se  compose  d'une  hyperbole  et  d'un  cercle; 

2"  Si  au  lieu  de  la  somme  dos  carrés  des  axes  constante,  c'est  l'axe  focal  qui  a  une  grandeur 
constante,  le  lieu  des  centres  se  compose  de  deux  droites  ; 

3"  Si  c'est  l'axe  non  focal  qui  a  une  grandeur  constante,  le  lieu  est  une  hyperbole  équilatère. 

(K.-N.  Barisikn.) 

264.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  par  une  droite  lixe  proporlionuollement 
à  la  distance  et  animé  d'une  vitesse  initiale  parallèle  à  celte  droite. 


Le  licdacteur-Gérant  :     H.  VUIBERT 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


COMPOSANTES  DE  LA  DEVIATION 

SUIVANT  TROIS  AXES  RECTANGULAIRES 


Soient  x,y,z    les  coordonnées  d'un  point  mobile   M   rapporté  à  trois  axes  rectanirulaires;  nous 
supposerons  que  x,  y,  z   sont  des  fonctions  continues  du  temps   /,   pourvues  de  dérivées: 

Le  m.obile  étant  en  M   à  l'époque  t  et  en  W  à  l'époque   t  -f-  /),   si  l'on  i)orle  sur  la  tangente,  dans 
le   sens  du  mouvement,  une  longueur  MP  =  r/i,    v  étant  la  vitesse  è  l'époque  /,  ou  nomme  déviation 

le  segment  PM'.  Propojons-nous  de  calculer  la  projection  de  PM'  sur 
l'axe  des  x.  On  a 


t)j,.P.\l'  =  IJj^.MM'-  pj^.MP. 


h- 


Or     PJ:,.MM'  =  ^x  =  fyl  +  h)  -  /(/)  =  hf\l)  -h  j-^  /"(/  +  O/j), 
0    désignant  un  nombre  compris  entre  0  et  1  ;' 


0 


/y 


ensuite, 


donc 


13),. MP  =  h.X'Uv  =  /j/-J  ^  hl\l); 


IJj,.  PM'  =  -^  f"{t  +  0/0. 


Cotte    l'ormule,   qui    est    d'aillcuis  encore   légMime  si   ks   axes    sont   obliques,  nous  donn»; 

lim^^XlJj.."PM'-AO-;^; 


d'uii  l'on  conclut  ([ue 


h' 


PM' 


a  une  limite,  qui  est  un  segment  dont  les  composantes  sont  représeulccs  pu 

d\K        dhi        d'i 
de  '       dn  '       W*  * 

Mais  d'autre  pari,  les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  si  l'on  nummo    a    l'ungle  que  la  \itessc 

eu    M    l'ait  avec   O.r,  on  a 

d'\c       d  .  dv  dcosa. 

—— .  =  —  (V  cos  a)  —  ces  a  -7-  4-  r.  — .-  ~  • 
dl^       dt^            '  dl  dt 

En  outre,  en  nommant  dn   la  dill'éionlielle  de  l'arc  de  l'imlicatrice  sphéii(iiie, 

d  cos  a       d  009  x  du   ds  _  ,1 

~7U ~  "      (h     "ds'Tt  ~  ^^^  ^    ii' 
R    étant  le  ravon  do  courbure  en    M  et  a'    l'angle  (pie  la  norn  aie  ]  rimii.ale  en    M    f.iil  avec    0.r;    ou 
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plus  exacLeiucnt  a'  étuiiL  l'unglc  que  le  segiuout  MU  fuit  avec  Ox,  (J  clésiy;uant  le  couU'e  de  courbure 
lie  la  trajectoire,  relatif  au  point  M,  de  sorte  que,  eu  appelant  de  mémo  p,  y  les 
ani;los  île  la  vitesse  avec  Oy  et  Oz,  et  p',  y'  les  auglcs  de  MC  avec  les  mêmes 
axes  : 

rf*jc       dv  v'^ 

-r-   =  —r  COS  a  4-   ,,  COS  a  , 

dl^        dt  R 

rf*V       dv         ^        y^ 
(/'^  3       dv  v'^ 

-dî'^^7{t''''^-^Ti''''^- 

2 

Ce  qui  montre  ([ue  la  limite  de     t^  i^^l'  fst  un  segaiei'.t  M.\  qui  est  la  résultante  de  deux  autres  : 

dv  i)* 

MA   diiiyc  suivant  la  tangente  et  égal  à  —,    et  MA"    dirigé  suivant  la  direction    MU  et  égal  à    -• 

Dans  une  note  précédente  (R.  tome  II,  page  29)  nous   avons  ai)pelé  accélération  la  limite  de  la 
dérivée  géométrique  de  la  vitesse;  on  voit  que  MA  est  précisément  l'accélération   y,  de  sorte  que  l'on 

a  encore 

2 

lim  --  l'M'  —  y. 
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213.  —  l:l(iiit  donnés  un  cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires  AA',  BB',  ou  preni  un  point 
quelconque  C  sur  le  cercle  et  l'on  mène  les  droites  BG,  B'C  qui  coupent  A  A'  en  D  et  E.  Par  ces 
points  on  mène  des  parallèles  à     BB'.     Lieu  des  points  de  rencontre  de  cei  parallèles  avec     BC  et  B'C. 

Picnons    AA'    pour  axe  des    x,    BB'     p^ur  axe  des    ij;    soient    R    le  rayon  du  cercle,    -'q,  i/o 
les  coordonnées  du  point     G,     qui  satisfont  a  la  relation 

a;^  +  //5-  R'  =  0.  (I) 

Lu  droite     BC     ayant  pour  équation 

y  -  H  ^  !j^-n  ^ 

ce  U/Q 

la  perpendiculaire  au  point    D     à  la  droite     AA'     s'en  déduit  eu  faisant 

R       T/o  -  R 


li 

M 

/ 

B 

^^Vc^ 

\ 

0 
B' 

/E  Ja      1 

3 

7/  :^  0;     on  a  ainsi 

-'  X  ,/•„ 

Enlin,  léiiualien  de     B'C     peut  secrire 

Il  -H  R       //o  4-  R 


(2) 


(••-{) 


X  .''o 

On  aura   le  li..u  du   point     M     en  éliminant     x,    et    »/„      entre  les  équations   (1),    (2)   et    (d). 
Multiplions  mcmlire  b  membre  les  équations  {i)  et  (8);  il  vient 

-  H(Z/  +  R)       ?/u  -   '•' 


uu 


X^  X 

j;»    _     Wtj     _    R: 


^     -     1 
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Cette  équation  représente  une  parabole  ayaut  pour  sommet  le  point    B',     pouraxe  la  :lroite     BB', 

el  pour  paramètre     —  • 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  BC^  avec  la  perpendiculaire  menée  en  E  à  AA'  se  déduit  du 
lieu  précédent  en  changeant  R  en  —  R,  ce  qui  donne  la  parabole  symétrique  de  la  précédente  par 
rapport  à     AA'. 

Solution  géométriqle.  —  Abaissons  ÛJH  perpendiculaire  sur  Bb',  les  deux  triai  gles  ilB'H 
et    BOD     ont  leurs  côtes  perpendiculaires;  ils  sont  semblables  et  l'on  peut  écrire 

MH  _  OB 
HB"'  "  ÔD 


ou  MH^  =  R.  HB', 

ce  qui  donne  le  lieu  du  point    M. 


André  Gildi:ht,  lycée  d'Orléans. 


Autres  solutions  p.ir  MM.  Bailly,  lycée  de  Dijon  ;  E.  N.  Bauisikn  ;  Baisai,,  Ijcée  de  Toulouse;  Paul  BEr.r.c.  lycée  de  Marseille:  C.  Bergman; 
II.  Brklivet,  lycde  de  Nantes;  Ch.  Braillion,  lycée  d'Amiens;  H.  Cll^;nJ^NET.  Cundorcel;  Duiiameaux,  lycpe  d'Amiens;  J.  Fittk,  lycée  de  Toulouse; 
A.  GouiucnON,  étudiant  à  Poitiers;  Louis  (;kaux,  lycée  de  Nantes;  E.  Gieden,  lycée  Saint-Louis;  J.  Hais,  à  Elampes;  Eu^-ène  LeÔdintrec,  lycée  de 
Toulouse  ;  II.  Loiseal,  lyc(!e  d'Orléans;  Pellissier. 


215.  —  Ou  considère  toutes  les  coniques  bilauyenles  à  un  cercle  fixe,  passant  par  un  point  fixe  et 
d'excentricité  donnée.  Montrer: 

/"^  Que  le  lieu  de  leurs  centres  es!  un  limaçon  de  Pascal; 

2°  Que  leurs  axes  (ne  passant  pus  par  le  centre  du  cercle)  enveloppent  un  cercle; 

3°  Que  le  lieu  de  leurs  foijers  se  com}.ose  d'une  ovale  de  Descartes  et  d'un  cercle  conccntrijue  au  cercle 
donné. 

On  sait  que  si  um;  coni([ue  est  bitangente  à  un  cercle,  la  corde  des  coulacls  e>t  perpendiculaire  à 
J'uQ  des  axes  de  cette  conique,  et  la  puissance  d'uu  point  quelconque  de  la  conique  par  rapport  au 
cercle  divisée  par  le  carré  de  la  dislance  de  ce  même  point  à  'a  cor. le  dos  contacts  est  un  nombre 
constant  pour  tous  les  points  de  la  coLique. 

Nous  allons  établir  que  ce  nombre  ne  dépend  que  de  l'excenliicité  de  la  conique. 

Deux  cas  sont  à  distinguer:  supposons  d'abord  ([ue  la  corde  des  contacts  soit  perpendiculaiic  à 
l'axe  focal  el  ])ar  suite  que  le  centre  du  cercle  soit  sur  ce  même  axe;  soit 

a;î  4-  //»  —  e\x  —  pf  —  0 

ré([uation  de  la  conic^ue;  celle  d'un  cercle  bitangent  ayant  son  conlre  sur  l'a.vo    O.r   (|ui  e;t  luxe  local 

pourra  s'écrire 

x^  +  \f  —  e:^{x  -  Pi*  4-  l(x  —  hy  --  0. 

Écrivons  ([ue  cotte  équation  représente  un  cercle;  on  a     X  —  e*,     et  l'équalion  ilu  cercle  devionl 

C  =  a;»  +  tf  +  te\i{p  -  h)  -  e'ip'  -  It*)  -=  0. 
Oii  pont  alors  écrire  l'itleutité 

X*  -I-  //«  -  e-{x  -  p)""  LH  C  -  e\x  -  /<)'; 
et  nous  voyons  (jui;  le  nombre  conslant  ilont  il  a  été  question  plus  haut  est  égal  à    <■'. 
Tous  les  points  de  la  conique  sont  lians  co  cas  extérieurs  au  cercle. 

Supposons  en  secontl  lien  que  la  corde  des  contacts  snil  [laralble  à  l'axe  tocl;  l'cqualion  du 
cercle  sera  de  la  forme 

X-  +  !/■'  -  e\x  -  /))»  -+-  X(//  -  k)*  ^  0. 
avec  la  condition     X  —  —  e*. 
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Ou  peut  alors  écrire  celle  équation 
C 
do  sorte  que  l'ou  a  l'idi-utité 


C  =  -^r.H^^)-'^?^  =  0; 


-l(y-/0'']' 


X*  +  jf  -  e^{x  -  p)-  iz  (1  -  c^) 
et  le  nombre  constant  dont  nous  avons  parlé  est  ici     ~ ■  •     On  sait  d'ailleurs  que  si  l'on  nomme  c 

rcxccntiicité  relative  aux  foyers  imaginaires,     e'*  = ,  • 

e'^  —  1 

Si  e'>>1,  c'est-à-dire  si  la  conique  est  une  hyperbole,  tous  le.s  points  do  la  conique  sont 
extérieurs  au  cercle;  si  au  contraire  la  conique  est  une  ellipse,  tous  les  points  de  cette  conique  sont 
à  l'intérieur  du  cercle. 

Revenons  maintenant  au  })roblènie  proposé,  prenons  pour  axes  de  coordonnées  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle  dont  l'un,  O.r   par  exemple,  passe  par  le  point  donné   A,  d'abscisse  a. 

L'équalion  générale  des  coni([ues  bitangentes  à  ce  cercle  sera 

X*  +  //'  —  R*  —  À(x  cosO  +  y  sinO  —  p,"^  —  0 
avec  la  condition  «*  —  R^  —  À(«  cos  0  —  p)'^  ~  0.  (1) 

En  outre,  comme  l'excentricité  de  ces  coniques  est  donnée,  X  aura  une  valeur  constante  qui  sera 

soit  c^  si  l'axe  focal  de  la  conique  passe  par  le  centre  du  cercle,  soit si  c'est  l'axe  non  focal 

qui  passe  par  le  centre  du  cercle. 

1°  Les  coordonnées  du  centre  sont  données  par 

X  —  )Jx  cos  0  +  y  sin  0  —  p)  cos  0  —  0,  (2) 

y  —  l{x  cos  0  4-  ?/  sin  0  —  p)  sin  0  :=;  0.  (3) 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  p  et  0  entre  les  équations  (1),  (:2)  et  (8). 


Des  équations   (2)  et  (3)   on  déduit 


X  y 


s/x""  +  if. 


cos  0-      sin  0 

Il  est  donc  naturel  de  passer  en  coordonnées  polaires,  puisque   0   peut  êlro    considéré  comme 
l'angle  poloire  d'un  point  du  lieu.  Remplaçons  dans  (:2)  X  par    p  cos  0,    //par    psinO;   il  vient 

pa  - 1) 

Portant  cette  valeur  de   /;    dans  l'équation  (1),  qui  peut  s'écrire 

/a»  -  R»  ,,, 

•p  —  a  cos  0  dr  W ,  (4) 

ou  obtient  pour  l'équation  du  lieu 


cos  0 


À  -  1 


>,         la}  -  R« 


qiii  représente  un  limaron  de  Pascal. 

La  relation   (4)  montre  que    À   et   a*  —  H*    doivent  être  de  même  signe. 

Si   «*  —  R'  <  C,    le  i)oint   A  est  à  Tint -rieur  du  cercle,  >.  doit  être  négatif;  l'excentricité  donnée 
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e 

doit  être  alors  inférieure  à  1,  et   X    doit  être  remplacé  par  — -.    Dans  ce  cas,  l'axe  non  focal  de  la 

e^  —  1 

conique  passe  par  le  centre  du  cercle. 

Si  a*  -  R'^  >  0,  le  point  A  est  à  l'extérieur  du  cercle,  À  doit  ('tre  pùsilif  ;  l'exceutricité  donnée 
peut  être  inférieure  ou  supérieure  à  1.  Dans  le  premier  cas  1  doit  être  remplacé  par  e*;  dans  le  second, 

À  peut  recevoir  les  deux  valeurs  e"^  et  — -,    de  sorte  que  le  lieu  se  compose  de  deux  limaçons  de 

Pascal. 

2'*  L'axe  de  la  conique  qui  ne  passe  pas  par  le  ceuire  du  cercle  est  parallèle  à  la  corde  des  contacis 
et  passe  par  le  centre  de  la  conique,  c'csl-à-dire  par  l'iniers-Clion  des  droites  représentées  par  les 
équations  (2)  et  (3).  Ou  obtient  immédiatement  Téqualion  de  cet  axe  en  multipliant  les  premiers 
membres  des  équations  (2)  et  (3l  respectivement  par   cos  0   et  sin  0,   puis  ajoutant.  Il  vie^» 

X  cos  0  +  y  sin  0  —  l{x  cos  0  +  y  sin  0  —  ;))  =  0 
ou  {x  cos  0  +  ?/  sin  0)(1  —  X)  +  ;m  =  0. 

Remplaçons    p   par  sa  valeur   (4);    on  a 

[x{\.  —  X)  4-  al]  cos  0  +  y(l  -  X)  sin  0  ±  Xi/ =  0. 

Quand   0  varie,  l'enveloppe  de  cette  droite  a  pour  équation 

[x{\.  -  X)  +  aX\;  -h  y\\  -  ly  -=  X(a«  -  R»), 
|ui  représente  un  cercle. 

On  peut  répéter  ici  les  mêmes  observations  que  plus  haut  à  l'égard  de  la  valeur  que  doit  prendre  X. 
Dans  le  cas  où     a"^  —  R*  >  0,   e  >  1,     l'enveloppe  se  compose  de  deux  cercles, 

3"  Supposons  eu  premier  lieu  que  l'axe  focal  des  coniques  passe  par  le  centre  du  cercle;  alors 
X  =:  e*,    et  on  doit  avoir    o'^  —  R'^  >  0. 

L'équation  générale  des  coniques  s'écrit 

x^  +  î/î  _  R2  _  c*{x  cos  0  +  y  sin  0  -  pY  --  0. 

Soit   (a,  p)   un   foyer;  la  direclrice  est  parallèle  à  la  corde  des  contacts,  eu  sorte  que  l'équation 

peut  aussi  s'écrire 

{x  —  a)»  +  (//  —  ftj-  —  ^(.r  cos  0  +  //  sin  0  -  qY  -  0. 

Ecrivons  que  ces  deux  équations  représentent  la  même  courbe;  comme  les  termes  du  deuxièmo 
degré  sont  les  mêmes,  on  a  les  conditions 

a  =  c'*  COS  0(V/  —  ;)), 

8  r=  e*  sin  0  (</  —  p), 

a'  4-  {^  +   K»  =  c\q-  -  //■). 

On  a  aussi  d'après  ré([nation    (i) 


-  R- 

/)  —  a  COS  0  rh 


En  éliminant    p,  7     et   0    outre  ces  quatre  é(iuations,  on  aura  l'équation  du  lieu. 
Les  deux  premières  montrent  que   a    et   p   sont  proportionnels  à    cos  0    et  î-iuO;    en  passant  on 
coordonnées   polaire??,    0    sera    l'angle  polaire;    en    remplaçant    x   et   3    par    p  cos  0    et    p  sin  0,    on 
obtient 

P  -^  f\7  -  V)y 
p«  -f-  R»  =  e\q*  -  p'). 
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Divisons  ineinlireù  monihre;  on  a 

n  +  P    -  "—- ' 

P 

p 
cl  comme  H  ~  V  —  ".,  ' 

p»  -4-  R»      p      s-(c-  -1)4-  cn\" 

..n  a  2/;  =  ^ ^^  =  '- j 

,.     .      P  ^  ^P 

et  par  suite  l'éiination  ilu  lieu  s  écrit 


fl  cos  0  ±  i  / , 

V        e* 


p^te"  -  1)  +e"-R*  _ 

ou  encore  pV  -  ')  -  2ep(ae  cos  0  ±  y/a»  -H''*)  -+-  e^R^  =  0. 

On  reconnaît  l'cqualion  d'une  ovale  tic  Dcscaites  dont  le  point  0  est  l'un  des  foyers. 

On  peuf  montrer  aisément  que  le  point  A  est  un  second  foyer.  Eu  eflet  l'équatiuu  peut  s'écrire 

e*(p*  -  2aû  cos  0  +  a')  -  (p  ±  e  \/a^  —  R'')''  =  0 
ou  e  v/p*  —  "iap  cos  0  +  a'  =  ±.  c,  ±  e  y/a''  —  R*. 

Soit   M    un  point  du  lieu;  ou  a 

p»  —  2ap  cos  û  +  a^  =  MÂ^ 

on  a  donc  ^'MA  ±  MO  =  ±  e\/â^~^-^- 

Le  point  M   appartient  donc  à  une  ovale  de  Descartes  qui  a  pour  foyers  les  points   0  et  A. 

Dans  le  cas  où  e  =  1,  le  lieu  se  réduit  à  une  conique  qui  a  les  mêmes  foyers. 

Examinons  en  second  lieu  le  cas  où  c'est  l'axe  non  focal  des  coniques  qui  passe  par  le  centre  du 

cercle;  alors    À  = >     la  direcirice  est  perpendiculaire  à  la  corde  des  contacts,  et  en  désignant 

e*  —  1 

par    a  et   S    les  coordonnées  d'un  foyer,  Téquation  d'une  conique  peut  prendre  les  deux  formes 

suivantes  : 

(a;*  +  y-  —  R')(e*  -  1)  -  e'(a;  cos  0  +  ?/  siu  0  -  pY  =  0, 

(x  -  a)*  +  (y  -  /)'  —  e^ix  si  II  0  -  y  cos  0  -  7)*  =  0. 
Écrivons  que  ces  deux  équations  représentent  la  même  courbe;  comme  les  coefficients  dos  termes 
du  deuxième  degré  sont  égaux  et  de  signe  contraire,  il  suffit  d'écrire  qu'il  en  est  de  même  pour  les 
coellicieuts  de  x,  de  y  et  pour  les  termes  indépendants.  On  a  ainsi 

e^(p  cos  0  +  (/  sin  0)  —  a, 

e^p  sin  ()  —  q  cos  0)  =  (3, 

e*(/)»  4-  q^)  n=  a»  +  (i^  -  R»(e»  -  1). 

Des  deux  premières  relations  on  tire,  en  faisant  la  somme  des  carrés,     e^ip"^  +  q-)  =  a*  +  p'; 
p*  4-  7*    s'élimine  aisément  et  il  reste     7."^  -+-  p  =  R'^c^ 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  dunné. 

Paul  Begou,  lycée  de  Marseille. 

Ont  rt'sulu  la  même  question  :  MM.  AuDiriEiiT,  à  Marseille;  C'ip'.taino  E.N.  Harisien;  IVlix  Uutecii,  lyci'e  de  Toulouse;  .1.  Hais,  à  Étàmpes;  Kugène 
Leoi'iKTREC,  lycée  de  loulouse;  A.  MarmIox,  lycée  de  Moulins. 
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216.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  renconti'c  les  tangentes  aux  sommets  du  grand  axe  en 
deux  points  G,  D  qve  Von  joint  aux  foyers.  Le  point  M  se  déplaçant  sur  l'ellipse,  on  demande  te  lieu  des 
points  G,  H  en  lesquels  les  quatre  droites  obtenues  se  coupent; 

2^  Trouver  l'enveloppe  des  polaires  de  G  e^  H  piar  rapport  à  l'ellipse; 

3°  Chercher  l'enveloppe  de  GH   au  moyen  des  coordonnées  des  points  G  et  H. 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes;  soient  a  ces  cp,  h  sin  (p  les  coordonnées  du  point   M  et 

X  cos  cf-       y  sin  * 

+  '- — r— ^  —  I   z=  0 

a  0 

l'équation  de  la  tangenle  en  ce  point. 

Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  C  a  pour  équation 

X  cos  9       y  sin 
a  b 


\  -\-  \{x  —  a)  =  0; 


écrivons  que  cette  dioite  passe  par  le  point  F;  on  a 

—  1  4-  X(c  —  a)  —  0  ; 

a 

équation  qui  détermine  X   et  en  transportant  celte  valeur  dans  l'équation 
précédente  on  a,  en  simplifiant, 

b{x  —  e){\  —  cos  9)  —  {a  —  c)  y  sin  cp  =  0,  (l) 

qui  est  l'équation  de  la  droite  CF'. 

On  a  de  même  pour  l'équation  de  la  droite  DF' 

b{x  +  c)(l  -J-  cos  ip)  +  (a  —  c)  t/  siu  <p  —  0.  {i) 

Eu  résolvant  les  équations  (1)  et  (2)  nous  aurons  les  coordonnées  du  point  G;  on  obtient  ainsi 

bc       . 

Xi  =  —  c  cos  cp  ,  //,  = sin  co . 

a  —  c 

En  chan£;eant    c  on  —  c     nous  aurons  les  coordonnées  du  point  H  : 

bc       . 


,r„  =  c  cos 


2/2 


1°  On  voit  alors  iininédiatemcnt  que  les  points   G  et  H  décrivent  respoctivemont  K^s   ellipses  i:|ui 
ont  pour  équations 


x^       (a  —  cYy^ 


6«c« 


=  1  , 


a;»       (a  -t-  c)»?/» 


=  1 


2"  La  polaire  du  point  (t  par  rapport  à  l'ellipse  donnée  a  pour  équalion 


ou 


ex  coscp       cy  sin  cp 
ô*  b[n  -  e) 

o,i  cette  droite  enveloppe  la  courbe  qui  a  pour  équation 

c*x*  c^y* 


-     [     :--    0, 


.1^.» 
"^ 


-    1    ..  0 


En  chaui^eant  r  en  —  c,    on  a  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  II 
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3°  Connaissant  les  coordonnées  dos  points    G  et  H    il  est  aisé  do  formor  l'équation  do  la   droite 

GH  ;   on  trouve 

flx  pin  <f  —  bij  cos  9  —  c*  sin  cp  cos  cp  --  0, 

ctiuation  qui  reprcsinte  la  normale  à  l'ellipse  donnée  au  point   M  .    11  on  résulte  (pic  la  droite   GH 
enveloppe  la  développée  île  l'ellipse. 

Remarqi'E.  —  Cl  s  résultats  j  cuvent  s'obtenir  par  do  simples  considérations  i^éométriques. 

Les  points  C  et  D  décrivent  sur  les  tangentes  aux  sommets  des  divisions  homograpbiques;  les 
li.^ux  des  points  G  et  11  sont  des  coniques  passant  par  les  ])oints  F  et  F',  symétriques  par  rapport 
aux  deu\  axes  et  n'ayant  aucun  joint  à  l'infini;  ce  sont  donc  des  ellipses  qui  ont  FF'  comme  axe. 

L'enveloppe  des  polaires  de  ces  points  sont  les  coniques  polaires  réciproques  de  ces  deux  ellipses 
par  rapport  à  l'ellipse  donnée. 

lùiliu  FC  et  FU  sont  respoclivement  bissectrices  des  angles  MFA  et  M  FA',  de  même  F'C  et  F'D 

sont  bissectrices  des  angles   MF'A  et  MF'A'.   Il  en  résulte  que  les  points   G  et  H    sont  situés  sur  la 

bissectrice  de  langle    F.MF',    c'est-à-dire  sur  la  normale  en    M. 

(l'élix  DuTEcH,  lycée  de  Toulouse.) 

Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  A.  Bailly,  lycée  de  Dijon  ;  E.  N.  Darisien  ;  L.  Bassal,  Ijcée  de  Toulouse;  Paul  Be(;oii,  lycée  de  Marseille; 
r..  IlLOCH,  lycée  de  Dijon;  eh.  Biiaillidn,  lycée  d'Amiens;  tugène  Leolintrec,  lycée  de  Toulouse;  A.  Maiimion,  lycée  de  Moulins;  M.  MEïNiiiB. 


218.  —  0/J  donne  un  triangle  ABU;  on  joint  le  sommet  A  à  un  point  N  pris  sur  le  côté  opposé.  Soit  M 
/('  milieu  de  AN.  On  mène  tes  droites  BM  et  CM,  qui  rencontrent  respectivement  AC  et  AB  en  I*  et  Q.  On 
demande  l'enveloppe  de  la  droite  PQ  /o/'.svyio'  le  point  N  décrit  ta  droite  BC. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés     AB   et  AC     du  triangle  et  posons      AB  =  a 

AC  =  b;     soit 

ux  4-  vi/  —  1=0 
l'équation  de  la  droite  PQ. 

Les  droites  PC  et  QB  ont  éviJemment  pour  équations 

wx  +  f  -  1  =:  0,  (I) 

0 
-   -i-   Vy    -    \    =   0,  (2) 

AN  ,      . 

Suppjsons  (j'.u;   A  .1  —  —    fi  étant  une  constante;  la  parallèle  a  BC  ineu-'-e  par  le  point   M,  a  pour 

é(iualiou 


/,  ?+/,?/_  1  =  0.  (3) 

a  0 

Il  ne  reste  plus  (pi'à  exprimer  que  les  droites  représentées  par  les  équations  (1),   (2),  (3)   soet 
concourant. :s,  ce  <(ui  donne  la  condition 

ahuv  -  h  [au  +  bv)  +   2/;  -  1  =^  0.  (4) 

Celte  équation  est  l'équation  tangeuticUe  d'une  coniijue  tangente  aux  axes  de  coordonnées;  «die 

e-t  vérifiée    pour  u  =  -  .        i'    =  -  ;  donc  cette  conique  est  aussi  tangente  à  la  droite  BC, 
*  a  b 

Pour  obtenir  cominxiéme  il  l'équation  pinctuello  dj  l'eaveloppe,  reuurqujus  ([iio  l'cquation  {ï) 

peut  s'écrire  ainsi  : 

(au  -  k){bv  -  !:)  -  (h  -  \Y  =  0,  (5) 
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ce  qui  coadait  à  écrire  l'équatioa  de  PQ  sous  la  forme 

{au 


/.■)  -  +  {Iw 
a 


k)  -,+  k 


ou  encore 


(au  —  />Y  — 
a 


l'enveloppe  a  donc  pour  équation 


,,(^^  !_,)■_  4  (/.-.,. 


ah 


0. 


La  solution géométriijuc  est  très  simple;  eu  elTetles  sommets  du  triangle  PMQ  glis33.it  si:-  trois 
droites  fixes  et  les  deux  côtés  PM,  MQ  passent  chacun  par  un  point  fixe,  donc  le  côté  PQ  enveloppe 
une  conique.  On  voit  d'ailleurs  qae  P  et  Q  tracent  deux  divisions  homographiques  sur  les  côtés 
AB,  AG  du  triangle  donné;  ces  côtés  sont  tangents  à  la  conique  enveloppe;  quand  le  point  N  s'éloigne 
à  l'infini  PQ  coïncide  avec  BG,  donc  la  conique  est  aussi  tangente  au  côté  BG. 


Ont  résiulu  la  question  :  MM.  Bailly  (lycée  de  Dijon)  ;  11.  Brélivet  (lycée  de  Nantes),  P.  BÉaou  (Marseille)  ;  F.  Dutbch  (Toulouse)  ;  II. 
(lycée  Condorcet);  E.  Gl-eden  (lycée  Saint-Louis)  ;  Lkquintheg  (lycée  de  Toulouse);  Marmion  (lycée  de  Moulins)  ;  M.  Mktnier  (Nancy). 


Oairot 


229. 


En  désignant  par    a,  b,  x',  y'   des  constantes,  on  demande  de  déterminer  À  de  façon  que 


(â^  "^  [^  ~  V  ~  ^^  ~  ^'^' ~  ^^  ""  ^'^' 


^a'        b'^ 

soit  le  p7'oduit  de  deux  facteurs  P,  Q  du  premier  degré  en  x  et  y.  L'éfjuation  en  À  admet  une  racine  nulle  et 
deux  autres  racines  réelles.  Pour  l'une  de  ces  racines  les  fadeurs  P,  Q,  sont  réels,  pour  iaulre  ils  sont 
imaginaires. 

Etant  donnée  une  ellipse  —  +  --  —1=0, 

a'''       b- 

en  coordonnées  rectangulaires,  on  conùdère  un  point  fixe   M  (x',  y')  et  on  demande  de  déterminer  deux 

droites  P,  Q  telles  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  rellipse  à  M  divisé  par  le  produit 

de  ses  distances  à   F   et  à   Q   soit  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  la  position  du  ix>int  de  l'ellipae 

considéré.  On  formei'a  explicitement  les  équations  de  ces  droites  en  supposant  M  sur  l'ellipse.  Lieu  de  leur 

intersection  quand  M  parcourt  rellipse. 

Inversement,   étant  donnée  la  dro'le  (P)     ux  +  vy  —  1=0,    peut-on    trouver  un  point  M  et  une 

droite  Q  tels  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'ell'p'^e  à  M  divisé  par  le  praluit  de  sts 

distances  à  P,  Q  soit  constant?   Montrer  qu'on  trouve  en  général  deux  positions  pour  M,  symétriques   par 

rapport  à  P.  Comment  la  droite  P  doit-elle  être  placée  pour  que  ce-i  deux  solutions  soient  réelles? 

(Bourses  de  licence,  1892.) 


"-  -1-  -  —  1  j  —  (.r  —  x'y  —  (//  —  //')■* 

sera  lo  produit  do  deux  facteurs    P,  Q   linéaires  eu  x  et  y,  si  X  est  racine  de  l'équation 

0  x' 

X        .  .  =0 


il) 


^-1 
a» 


0 


// 


- 1  .V' 


y'  -  (.r'«  -4-  //'»  -h  X) 
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ou,  on  développant 

Cette  équation  a  une  racine  nulle,  ce  qui  élait  évident  a  priori,  puisque  le  polynôme  (I)  se  réduit, 
pour    X  =  0,    à  -  [(a:  -  x')^  +  (y  -  u'Y] 

ou  -  [x  -  x'  +  i{y  -  y'}]\x  -  x'  -  i{y  -  y')]. 

Si  l'on  substitue  h  À  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (I) 

—  »  ,  b-,  a^  +  X  , 

on  trouve  des  résultats  ayant  respectivement  les  signes 

-  -  +  +, 

ce  qui  montre  que  l'équation  (2)  a  une  racine  réelle  À'  comprise  entre  a*  et  6*  et  comme  elle  a  déjà 
une  racine  nulle,  elle  a  deux  racines  réelles  comprises  entre  —  x  et  b"^,  de  sorte  que  ses  trois 
racines  sont  réelles.  Ce  résultat  est  évident  a  priori,  car  les  quatre  points  d'intersection  des  deux 
coniques  rei)réseutées  par  les  équations 

^:+i:-i=o 

a-       0^ 

et  (x  -  x'}""  +  [y  -  y'f  =  0 

étant  évidemment  imaginaires,  les  racines  do  l'équation  en  X  relatives  à  ces  deux  coniques  sont 
réelles.  Le  genre  de  la  conique  représenté  par  l'équation 


^^^^.-^%-^)-^'^-^')'-^y-y')'-^ 


dépend  du  signe  de  8  =  ^—  —  \\{y^  —  1 

Si  l'on  remplace  X  par  un  nombre  compris  entre  a*  et  6%  o  est  négatif;  donc  les  facteurs 
linéaires  P,  Q  qui  correspondent  à  X  =  X'  sont  réels;  ceux  qui  correspondent  aux  deux  autres 
racines  sont  imaginaires  conjugues. 

2*  Soient  ux  +  vij  —  i  =  0;        ux  4-  v'y  —  i  =  0 

les  équations  de  deux  droites    P,  Q.  Le   produit  des  distances  d'un  piint   M.{x,  y)   aux  droites   P,  Q. 

étant  égal  à 

{ux  -¥  vy  —  \ ){u'x  +  v'y  —  \) 

— -     j 

on  doit  pouvoir  mettre  l'équation  de  l'ellipse 

,     »                          ,            .          /           ,          ,  {ux  -h  vu  —  i){ux  -h  v'u  —  \) 
sous  la  forme  {x  —  x  )^  -'-  ()/  —  y  )^  =  /.•  .         — .  ;  (4) 

donc  il  doit  y  avoir  un  facteur   X    tel  que  l'on  ait  identiquement 

(ux  ■+■  vy  —  \)(u'x  -+-  v'y  —  \) 


X  (—  4-  ^  -  1  )  E-  (.T  -  x'f  +  (y  -  y')'  -  h- = 


i'*  .  v/m'' 


{ux  4-  vy  —  \){u'x  4-  (■'//  —  1) 


.  /-^        y        .\       ,          .         .          ,■             ,    wx  4-  vy  —  1)  ux  4-  V y 
X  (—  -H  f-  -  1  )  -  fx  -  x'f  -(y-  vV  =  -  /'• , 


I 
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d'où  il  résulte  que  pour  avoir  des  droites  réelles  répondant  à  la  question,  on  doit  prendre  X  ==  X', 
et  par  suite  il  y  a  toujours  un  système  de  deux  droites  réelles    P,  Q  et  un  seul. 

Il  s'agit  de  former  les  équations  des  droites   P,  Q    quand  on  suppose  que  le  point   M    est  sur 
l'ellipse  donnée,  c'est-à-dire  (jue 

L'6\n'd{\on   2)  développée  peut  s'écrire 

et  par  suite  lorsque  le  point  M  est  sur  l'ellipse,  l'équation  précédente  a  une  racine  double  égale  à 
zéro  et  à  laquelle  correspondent  deux  droites  isotropes,  et  une  racine  simple 

l  ■^.  -  (^x""  -\-  y""  -  a»  -  6^). 

L'équation  (x  —  x'  f'  +  (y  —  y')^  =  0 

re[>résente  un  cercle  de  rayon  nul  ayaut  son  centre  M  sur  l'ellipse;  l'équation  en  X  ayant  une 
rtcine  double,  le  cercle  est  tangent  à  l'ellipse  en  M,  et  par  suite  les  sécantes  communes  qui 
correspondent  à  la  racine  simple  se  composent  de  la  tangente  en  M  à  l'ellipse  et  d'une  seconde 
droite  également  inclinée  sur  les  axes;  donc  on  doit  pouvoir  déterminer  deux  constantes  h,  h'  telles 
que 

{î^¥-  ')<"■' + ""  -  "'  -  '■>  +  ""  -  *•'''  ^'•y-  •''■'" = ''  (f  +  f  -  ')(?■  -iF^  '')  ■ 

Les  équations  déterminant  h  et  h'  sont  les  suivantes  ; 

o*(a;'2  +  y'-'  —  f-)  =  hx'*, 
h\h'^  -H  y''  -  «')  ^  /'//'*, 

2a»  =  -  h[h'  -  1). 
26*  =  -  h[li'  -f.  1), 
a*  -1^  b""  =  -  h  h'. 

L'équation  — r  =  t-   donne  /('  = et  par  suite   ft  =  +  c*    et  l'on  reconnaît  que  les 

^  h'  +  \       b^  C-'  '  ' 

deux  premières  équations  sont  vérifiées  quand  h  =  c'^:  les  droites  demandées  sont  donc  iléfinies  par 

les  équations 

—  -f-  ^  _  1  ==  0, 

xx'       y  y'       a*  +  b^  _ 

Les  coordonnées  de  leur  jjoint  île  rencontre  sont  données  par  los  formules 

xx'  fl* 


a*       a»  -  b' 

yy    _     —  t"*    . 
T«     "  fl>  -  6»  ' 

l'écjuation  du  lieu  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant  x'  et  //'  outre  ces  équations  et  l'équatiou 

fl*        b* 
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ce  qui  donne  a«//*  +  //x»  =  c'a'"//*. 

Cette  (Miuation  représente  le  lien  îles  juMcs  des  normales  à  l'ellipse  par  rapport  h  l'ellipse  ellc-môme. 

S**  Supposons  iloniiée  nne  droite  P,  ayant  pour  équation 

iix  +  ri/  —  1  —  0; 

il  s'agit  de  trouver  la  sécante  as?ociée  à  P,  soit  Q,  telle  que  P  et  Q  soient  doux  sécantes  communes  à 
l'ellipse  et  aux  dioites  isotropes  menées  par  M;  on  doit  donc  encore  trouver  trois  constantes  /,  /),  h' 
telles  que  l'on  ait  identiquement 

1- I  )  —  (X  —  x')^  —  (>/  —  //')*  =  h{ux  ■+-  VII  —  {}{nx  —  rij  -i-  //  ). 

a*        b'^        ) 

Les  équations  qui  délei  minent  À,  //,  h\  x',  y'   sont  donc  : 

-  -  1  =  hu\  (5) 

a- 

A  -  1  =  -  hv\  (6) 

1x'  ^  hu{h'  -  i),  (7) 

tif  =  hiih'  +  1),  (8) 

x'^  +  ?/'*  +  1  =  hh'.  (9) 

1  es  deux  premières  équations  donnent 

X  -  a»       X  -  6»  c* 


-  a'u'  6*r*         aH''  + 

d'où  l'on  tire  ^  = ''^^'Ju-Vb^v^' 

et  par  suite  '' -  ahi-^  +  bH>^'^ 

h'  —  i        vx' 
On  a  ensuite 


d'oîi  h' 


h'  -f-  1        uy 

vx  4-  uij' 


uif  —  vx 

Cette  équation  montre  qu'à  chaque  point  (a',  //')  correspond  toujours  une  valeur  de  h'  et  une  seule 
D'autre  part  les  é(iuaiions  (8)  et  C9)  donnent 

vx'  +  uy 


uv 


hh'  ; 


w*  +  u'  vx  -h  uy        „  .,..^ 

donc  ^- +■■'■'  +  "*  „-î,7r^rw- -  ^i;^  =  "•  ""'  ■ 

On  déduit  encore  des  mêmes  équations 

vx'  —  uy'  —  —  huv 
c^uv 


ou  vx  -  uy  = 


(M] 


Le  point  M  cherché  est  donc  l'un  des  points  d'intersection  du  cercle  et  de  la  droite  représentée 


géométhiiî:  analytique  12- 


par  les  équations  (10)  et  (H).  Le  centre  du  cercle  (10)  a  pour  coordonnées    x„  =  —  ,     //^  =  —  ;      il 

est  donc  sur  la  droite  P.  Eu  second  lieu  l'équation  (il)  représente  une  perpendiculaire  à  la  droite  P; 
il  y  a  donc  doux  points  M  répondant  à  la  question  et  ces  points  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
droite  P,  Le  carré  du  rayon  du  cercle  est 

1  1  11^     -L.    D» 


4w*       4y''  a'u^  +  6*i;» 

En  exprimant  que  la  distance  du  centre  à  la  droite  (11)  est  moindre  que  R,  on  a,  pour  la  condition 
de  réalité 


ou,  en  développant  et  simplifiant, 


\*       /  „  r  ^  ^  ,        u*  -I-  i'»    1 


+    -7-^. -TTT    <    • 


(a*a*  +  b'^v'')''       ahi^  +  b^v^  a^u^  -f-  b'u^ 

c'est-à-dire 

c'u^u^  +  c'*(u2  --  v'^){a'^u-  +  b'^v"^)  —  (a^it^  +  b'^o"-)'-  +  a-b'(n-  -h  c^)Hn''u-  +  b-v'-)  <  0 

ou  —  a26^(w'  +  v^  +  'iuh^^j  -+-  a-b\u''  ^    v'-j^ahi-  -h  bh'"-)  <  0, 

et  enfin,  uhi"  +  bh-^  -  1  <  0, 

ce  qui  exprime  que  la  droite    P    doit  être  extérieure  à  rcllipsp. 

Rkmarquks.  —  La  deuxième  partie  revient  à  déterminer  les  sécantes  réelles  communes  aux  deux 
droites  isotropes  issues  de  M  et  à  l'ellipse.  On  peut  construire  géoni6lri(juement  ces  deux  dreites.  Eu 
effet,  proposons  nous:  1"  de  trouver  le  point  de  cjucouri  de  ces  sJcantes;  ^''ce  point  de  concours  étant 
déterminé,  de  trouver  les  sécante?  elles-mêmes. 

I.  On  sait  ({ue  les  centres  d(is  systèmes  de  sécantes  communes  à  l'ellipse  et  aux  liroile;  isotropes 
sont  tous  les  trois  réels.  Soient  M,  N,  P  les  trois  cenires;  NP  est  la  polaire  de  M,  cl  comme  MN 
et  MP  sont  conjuguées  par  rapport  aux  deux  droites  isotropes  issues  de  M,  ces  ilroilcs  sout  rectangu- 
laires, et  puisqu'elles  sont  aussi  conjuguées  par  rapport  à  Tellipsc,  ce  sont  les  bissectrices  des  angles 
formes  par  les  tangentes  à  l'ellipse  issues  de  M  .  Les  deux  points  N  et  P  font  donc  déterminés.  Si 
M  est  extérieur  à  l'ellipse,  l'un  des  points  N  ou  P,  P  par  exemple,  est  inléri.Hir,  l'autre  N  est  extérieur 
à  l'ellipse;  le  point    N    est  le  centre  dos  sécantes  réelles. 

II.  Soient  MT,  MT'  les  tangentes  à  l'ellipse  mené-s  par  M,  T  et  T'  étant  les  points  do  contact.  Les 
deux  sécantes  issues  de  N  sont  conjuguées  par  rapport  à  NT'I"  et  à  NM  ;  de  plus  t  lies  sont 
également  inclinées  sur  les  axes;  donc  si  l'on  mène  les  droites  NX'.  NV  parallèKs  aux  axes,  on  devra 
déterminer  deux  droites  issues  tle  N  et  conjuguées  à  la  fuis  par  rapport  à  NX',  NV  et  par  rapport  à 
NM  ,  NT,  Les  droites  cherchées  sont  donc  les  rayens  doubles  de  l'involution  délcrmiuée  par  es 
deux  couples  do  droites, 

III.  Si  le  point  M  vient  sur  l'ellipse,  MN  devieni  la  tangente  en  M  el  MP  la  noriiiale  au  même 
point  et  le  point  N  est  le  ptMe  de  celli^  normale.  L'une  des  sécanti-s  est  la  taïuente  NM  ;  Tauire 
passe  par  N  et  a  una  direction  déterniinée.  puis(iue  les  ileux  sécantes  sont  également  inclinées  sur  les 
uxos.  Et  l'on  voit  que  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  sécantes  est  le  lieu  du  pôle  dune  normale. 
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^i"  parlic.  —  La  cloniiôro  partie  tlu  probR'inc  revient  à  trouver  les  cercles  de  rayon  nul  passant 
par  rintersectiou  de  l'ellipse  et  de  la  droite  P.  Les  ccnires  de  ces  cercles  sont  les  points  linut(s  de 
Ponoekt  relatifs  aux  points  d'intorscetiou  de  l'ellipse  et  de  P;  pour  qu'ils  soient  réels  il  faut  et  il 
sullit  (jue  P  soit  extérieur  à  l'ellipse.  Supjjosons  cette  condition  remplie.  Le  milieu  do  la  corde 
imaginaire  joii;nant  les  points  il'intersectiou  de  P  et  de  l'ellipse  e^t  à  l'intersection  do  I  et  du 
diamèlre  conjugue  à  sa  direction;  soit  R  ce  point.  Les  cercles  passant  par  les  points  limites  sont 
orthogonaux  aux  cercles  passant  par  les  points  d'iulersocfion  de  P  et  de  l'ellijjsc.  Traçons  uue 
droite  Q  faisant  avec  les  axes  de  l'ellipse  les  mêmes  angles  que  P  (mais  non  parallèle  à  Pj,  et  coupant 
l'ellipse,  puis  faisons  passer  par  les  points  d'intersection  de  Q  et  de  l'ellipse  un  cercle  (C)  ayant  son 
centre  sur  la  perpcmliculaire  RK'  à  P  menée  par  R  .  Gela  faitj  si  l'on  trace  un  cercle  orthogonal 
à  C  et  ayant  son  centre  sur  P',  les  points  d'intersection  de  ce  dernier  cercle  avec  RR'  sont  les 
points  cherchés;  ils  sonl  symétriques  par  rapport  ;^  P. 

J.  Vandieh,  soldai  au  lia'  de  ligne,  à  Saiiit-Maixcnt. 
Onl  envoyé  des  solutions  exactes  :  MM.  l'.  Bboou  ^Marseille)  ;  Lki^i  iMutc  (Toulouse). 


232.  —  D'un  poinl  du  plan  d'une  ellipse  on  abaisse  les  quatre  normales.  Soient  N,,  N.^,  N3,  N^  les 
distances  du  point  d'émission  des  normales  à  leurs  pieds;  Pj,  P.^,  P-j,  P^  les  portions  de  ces  normales  interceptées 
entre  l>'s  deux  axes  de  Cellipse.  Démontrer  la  relation 

N,       N^       N3       N» 

p-  +  rr  +  p-+p-  =  constante. 

r^  r^         r^         r^ 

Soiant  (x,  y)  les  coordonnées  du  pied  d'une  des  normales  issues  du  point  P  (a,  p_);  si  dans  l'équation 
de  la  normale  au  point  {x,  y),  savoir  : 

a«(X  -  X)  _  b\Y  -  y)  _ 

X         ~  y  ~  ■' 

on  fuit  successivement  X  —  a,  V   -  ^;  pui?  Y  —  0,  et  enfin  X  =  0,  on  obtient  trois  valeurs  correspon- 
dantes de  p,  qui  sont  pi  =  Àj  ,  p.^  —  —  b"^  ,  p^  =  —  a\ 

*  t         t'a        ra         ^ 
et  l'on  sait  que  les  valeurs  de   ).   qui  correspondent  aux  quatre  norinales  issues   de  P  sont  les  lacines 
de  réc[uation 

(a»  -h  /.f       (6*  H-  /.)- 
Si    >,.  '/.,,  /.,,  /^  sont  les  quatre  racines  de  cette  équation,  on  a 

>,  +  >î  ^-  >3  +  >t  =  -  "A«*  +  b*): 
N,       N,       N,       N,  g'  +  b^ 

Ont  r?olu  l;i  même  question  ;  .MM.  A.  Biiiii.ï  (lytie  de  Dijon)  ;  G.  Hlocii  (lycée  de  Dijon);  Duiia.meal.\  (Ijcc'c  d'Amiens  ;  LtuEsotB  (lycée  Sainl- 
Louui;  t.  L»itci!iTHtc  (lyiée  de  Toulouse);  A.  Mauion  (lyctedu  Moulins). 


OUESTIONS  PROPOSEES  1-2- 


235.  —  i  II  diamètre  d'une  ellipse  est  donné  en  grandeur  et  en  poaition  ;  son  conjugué  est  donné  en 
grandeur  seulement.  Trower  le  lieu  des  foyers  de  l'ellipse. 

L'cquatiou  tangeulielle  de  l'cUipsc  rapportée  à  ses  deux  diamètres  conjugués  doiiués,  dont  les 
longueurs  sont  2«  et  '2,b,  élant 

a^u^  +  6\^  -  1  =0, 

si  l'on  tait  uuo  transformation   de  coordonnées  en  conservant  l'axe  (.les   x   et  prenant  pour  axe  des  ij 
la  perpendiculaire  à    OA  menée  par  le  point   0,    les  formules  de  transformation  sont 

M  =  U,      V  =  U  cos  6  +  V  sin  0, 

et  l'équation  tangentielie  rapportée  aux  nouveaux  axes  est 

a^lji  _t-  è»(U  cos  0  +  V  sin  0)»  =  1. 

Soient  {x,  >/)   les  coordonnées  d'un  foyer;  l'équation 

Y  -  y  =  i(X  -  X) 
est  celle  d'une  langente  à  l'ellipse;  donc 

-  a^  +  b^{i  cos  0  —  sin  G)*  —  {g  —  ix)'  ; 

d'oii,  eu  égalant  entre  elles  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  des  doux  mo.ubres  respecti- 
vement : 

6*  cos'^  (i  —  x"^  —  y'  —  a*, 

6'^  sin^  0  —  ^ixg. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

(x-*  +  y'^f  -  tiiHx:^  -  y-)  +  a'  -  b'  r_:  () 

et  représente  une  ovale  de  Cassini  dont  les  foyers  sont  les  extiémitcs  du  diamètre  douué  eu  grandeur 

et  position.  Si  l'on  suppose     6  <  a,     on  a  deu'c  ovales  séparées;  si     b  —  a,     une  lemniscate,  et  si 

b  >  a,   une  ova'e  unique, 

(A.  Mahmion,  lycée  de  Moulins.) 

Solutions  nnnli/liques  exaiUei  :  JA!A.   AuaoïN  (  lycûj  Louis-lc-Gran  I)  ;  Bailly  (lycéj   de  UijoU;  E.-.\.  IUri>i(i;  P.    Bscot   (lycée  île  Marseille)  ; 
L.  KspiNAT  (à  Kspincbal,  l'uy-do-uôino)  ;  \ù.  Lhouintrec  (lyoée  de  Toulouse);  M.  Msynibk  (Kcole  Saint-Sigisberl,  à  .Nancy)  ;  *••  ui  Nancy). 

Solution  okométiuque.  —  On  sait  que  le  produit  des  distauces  des  foyers  d'une  ellipse  de  centre  O 
à  un  point  M  de  la  courbe  est  égal  au  carré  du  deini-diainèlre  c  dijugué  île  OM;  ce  qui  peut  s'énoncer 
ainsi:  le  produit  des  distances  d'un  foyer  aux  extrémités  tl'un  diamètio  al  égal  au  carré  du  demi- 
diamètre  conjugué.  Le  lieu  est  donc  bieu  une  ovale  de  Cassini. 

Solutions  gcoinclriqucs  c.vHctes  :  M>I.  Hailly;  K.-\.  Uarisikn  ;  L.  Ksi'INat;  Maumion. 

♦ 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


L'ôuoucé  n"  250  cioit  ôlro  rocliflé  ainsi 


250.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coni  jues  in-icrit-'s  dans  ui  tri  iigl»^  et  do  it  u:i  des  foyers 
décrit  une  droite.  l'iXaminer  le  cas  oîi  cette  droite  est  rejetée  à  rinliai  et.  dans  ce  cas,  chercher 
l'enveloppe  des  axos  dos  coniciues  inscrites  et  démontrer  ([u'il  existe  un  [toi ut  et  un  seul  d'où  l'on  voit 
cos  coniques  sous  un  angle  droit. 


I:>S  QUESTIONS  PROPOSÉES 


265.  —  .r,,  x.^,  .fj   étiint  les  raciuos  de  l'équatiou   x'  +  px  +  q  =  0,    montrer  qu'où  peut  calculer 

trois  nombres     a,  h,  c,     tels  (juc 

b                                       b                                       b 
x^  =  a  -\ »  x,  =  a  H >  X.  =  a  -\ • 

c  -h  ;r,  c  4-  .Tj  c  +  X3 

Déduire  la  réalité  ilo     .rj,  .r,,  .rg     de  celle  tles  nombres    a,  b,  c. 
Trausl'ormer  l'équation  j)roposce  eu  une  autre     f{y}  —  0,     oîi  les  racines     l/^,  y^,  y^     donnent 

\  1  1 

y,  =  1 ,  Vz  -  ^ '  yi  =  1 

y  y  !h  y  3 

p.  Bahuauin,  professeur  au  lycée  de  Bordeaux. 

266.  —  S,   désignant  la  somme  des  puissances  i  des  racines  de  l'étiuation    a;'"  +  /jx"  -h  q  =:  0, 
ou    m    et   n   sont  eniiers,  ainsi  que  i,  prouver  qu'on  a  en  général 

I :::::    ->/    . 

(/.•  -h  1);»  —  >t  km  —  n  m 


{/c  ■+■  \){m  —  n)  -\-  n  k{m  —  n)  +  n         m  —  n 

Voirsicej  relations  soat  vraies  i)Our  toutes  valeurs  entières  de    m  et   n,  et  les  conditions  ([ue 

doit  remplir   /.-. 

V.  Bahuarin. 

267.  —  On  donne  un  angle  xOy  et  un  point  P  autour  duquel  pivote  une  sécante  APB;  on 
c  instruit  le  cercle     AOB.     Trouver  et  construire  : 

1"  Le  lieu  des  intersections  mutuelles  des  tangentes  au  cercle  aux  points     A,  0,  B; 

2'  Le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  de  ce  cercle  passant  par     P; 

3'  L'enveloppe  de  la  polaire  du  point     P; 

4°  L'enveloppe  du  cercle. 

P.  Baiihahin. 

268.  —  Suit  un  triangle  ABU,  sur  les  côtés  duquel  on  prend  trois  points  D,  E,  F  tels  que 
AUX  BE  X  CF  =  /t',     k  étant  une  longueur  constante  : 

1°  Si     AE,  BF,  CD     concourent  en  un  point  M,  ce  point  décrit  une  cubique  circonscrite  à     ABC; 

2°  Si     D,  E,  F    sont  en  ligne  droile,  cette  droite  enveloppe  une  courbe  do  troisième  classe  inscrite 

au  triangle. 

P.  Bahuahin. 

269.  —  Etant  donnés  deux  points  A,  B,  on  considère  toutes  les  ellipses  E  qui  ont  A  pour 
sommet  d'un  axe,  et   B   pour  sommet  de  l'autre; 

1°  Trouver  le  lieu  des  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux  ; 

2"  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  E; 

3'  Démontrer  qu'en  chacun  des  points  M  où  une  des  ellipses  E  est  rencontrée  par  celle  qui  lui 
cat  intiuiinont  voisine,  la  tangente  à  cette  ellipse  est  perpendiculaire  à  un  dos  diamètres  conjugués 
Ciîau.N.  En  détluire  que  toutes  les  ellipses   E    sont  enveloppées  par  une  courbe  parallèle  à  une  ellipse, 

P.  Barbarin. 


Le  liéducleur-Gcranl  :     II.  VUIBERT. 


Ht-n    ~  .>iJhiliH,.K  «l/i.>.  —   K;tO-*-'.3. 


3^  Année.  N^  9.  Juin  1893. 

REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


RESOLUTION  DE  L'EQUATION  TRIGONOMETRIQUE  DU  SECOND  DEGRE 

A  cos^^  +  2B  sin^  cos^  -h  G  sia*«  +  2D  cos  ;  -i-  2E  sin;;  +  F  =  0. 

Par   M.  P.  Itarbai-iii,  professeur  au  Lycée  de  Bordeaux. 


Les  équations  de  ce  type  se  rencontrant  dans  un  certain  nombre  de  problèmes,  on  peut  essayer, 
pour  les  résoudre  facilement,  de  les  réduire  au  type  linéaire  classique 

a  cos  z  -^  h  sin  z  =^  c. 

Pour  cela,  on  remarque  que,    X   étant  une  quantité  finie,  l'équation  proposée  est  équivalente  à  la 
suivante  : 

(A  +  X)  cos^  ;  +  Î2B  sin  ;  cos  s  +  (G  +  X)  sin^  :;  +  2D  cos  s  +  2E  sin  3  +  F  -  X  ^  0.         (1) 
Si  l'indéterminée  X  est  choisie  convenablement,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  un 
produit  de  facteurs  linéaires 

(a  cos  2  +  b  sin  z  —  c  [a'  cos^  +  b'  sin  5  —  <;'); 
la  résolution  de  l'équation  est  donc  ramenée  à  celle  des  deux  formes 

a  c  >s  :•  -I-  6  siu  r  —  f  --  0,  J 
a  cos  z  +  ^'  sin  ^  —  c'  =  0.   ) 
Les  valeurs  de  X  capables  d'opérer  cette  transformation  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième 

dciçré 

A  +  }.        B  D  I 

B  G  +  X         E  j     =  0.  (â) 

I)  E  F  -  >.     I 

Galculons  une  de  ses  racines  réelles;  eu  la  substituant  à    X^dans  l'équation  (l),  et  en  résolvant 
celle-ci,  on  calculera  les  coefficients   a,  b,  c,    a',  b',  c',   qui  ont  pour  valeurs  générales 

a  :^  B  -  \/îi-  -  (A  +  Xj(G  -h  X), 

6  =  G  +  X, 

BE-(G4-X)D 
c  =  -  E  +     .  ; 

\'B«  -  (A  +  X)(G  +  X) 

/  (*/ 

a'  =  \i  +  y^ïi*  -  (A  +  Xj(G  -h  X), 

6'  =  G  -+-  X . 

Bl<:  -  (G  +  X)D 


c'  =  -  E  - 


v/B>  -  (A  -h  X)(G  +  X) 

La  réalité  des  valeurs  do  a,  b,  c  sera  assurée  si     B*  —  (A  -+-  X)(G  -4-  X)  >  0.     Ailiuollons  (|ue  X 
satisfasse  à  cette  inégalité;  il  faudra  en  outre  ([ue 

c'  ^  a»  -f-  6«, 

c'»  <  a'»  4-  6'» 

pour  que  les  valeurs  de  ;  puissent  se  calculer;  la  valeur  rcello  de  X  (jut'   Ton  a  choisie  pourra  ainsi 
donner     0,  ""2  ou  i     .séries  indéfinies  de  valeurs  [lour  :. 
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Si  on  avait     H-  —  (A  -+-  X)(C  -i-  X)  :^  0,     l'existonce  du  coofficieut  c  nécessiterait  en  outre 

HE  -  (C  +  X)^  =  '>• 
Donc  les  coellicieuls  île  l'éiiuation  jjiopusée  devraient  satisfaire  à  la  coudilion 

B»il)'^  _  E-)  -h  I3DE<C  -  A)  =  0 

HE  -  Cl) 
oblenue  en  éliminant     À  --  entre  les  deux  relations   précédentes;  cette  valeur  de    X    est 

d'ailleurs  racine  de  l'équation  (3).  Mais  il  y  a  en  outre  la  relation  conditionnelle 

E'^  -  (C  +  X)(E-  À)  >  0, 
sans  quoi  le  coellicieut   c,    qui  dans  ce  cas  a  pour  valeurs 


t;  -:  -  E  +  y/E»  -  (C  +  Xj(E  -  X),  c'  -^  -  E  -  \Œ^  -  (C  +  X)(F  -  X), 

ne  serait  pas  réel. 

H.veiitple.  —   Appliquons  la  théorie  précédente  aux  équations  de  la  forme 

sii!  z  cos  3—1)  cos  ;  —  E  sin  2  =  0, 
qui  sont  fréquentes. 

On  pourra  toujours  trouver  un  uonibre  posilif  ni   et  un  angle  positif  a    moindre  que  2-k,  tels  que 

D  =:  m  sin  a,  E  =  m  cos  a. 

L'éiiuatiûu  (3)  donne  alors         X^  +  {m-  —  I  )).  —  ni-  ;>in  2-c  —  U, 
et  suivant  que  4(j/i"^  —  Ir'  +  27m*  sin'^  ?a  ^  0, 

on  en  tire  trois  valeurs  réelles  distinctes,  oa  deux  valeurs  égales,  et  une  inégale,  ou  enfin  une  seule 
valeur  réelle  pour   X.    Calculons  maintenant   a,  b,  c,    eu  posant    £  =  ±  1, 

a  ^  1  -  £  \/"n^x^, 

X  s  m  a  —  cos  an 

c  —  m    cos  a  H ,  —    ; 

s  y/l  -  X»     J 

dans  le  cas  oii    X  —  i,    nous  prendrons 

c  =  m  cos  a  -1-  £  y/wt^  cos'^  a  +  1 . 

jNous  pourrons  poser  ^ =  tg  9; 

/, 

moyennant  l'introduction  de  cet  angle  auxiliaire,  l'équation 

a  cos  z  +  b  sin  z  —  c 

m 
deviendra  sin  [z  —  9)  :=        .,       ,-  sin  (a  +  9). 

Si  l'angle    9    et  le  paramètre    X   satisfont  à  la  condition 


m- 


—   sin-  (a  4-   c:/)  <  I. 


1  -  x« 

on  calculera  un  angle  positif  0    moindre  que   2-,    tel  que 

sjn   0  =  - —    ■  siu  (a  +  9), 

£V/1  -  X« 

d'oli  2'  =  2K7:  -I-  (f.  +  0, 

z"  =  {±K  -4-  l)z  +  9  -  Û. 

Si  X  =-  î,    tg  9  =  —  «,    et    sin  0  =  -  (m±  \/m''  H-  f). 
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Application  numérique  à  la  question  84. 


84.  —  ^  cl  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'un  plan,  tracer  la  courbe  définie  par  l'équation 


Délenniner  : 

/"  Les  coordonnées  des  points  de  contact  des  taiHjentes  parallèles  à  l'axe  des  x; 
2''  Les  coordonnées  des  autres  points  où  ces  tangentes  rencontrent  la  courbe. 

(On  donnera  les  résultats  avec  toute  la  précision  que  comporte  l'emploi  des  tables  de  logarithmes  a  sept 
décimales.) 

(Agrégaliun  de  Maihémaliques,  concours  de  1800.) 

I"  Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  Ox  ont  pour  abscisses  les  racines  de  l'équation 

dy       sin  z  cos  z  —  siu  {z  +  lo°) 


dx 


où  on  a  fait  pour  abréger 


sin*  X  cos'^  z 
^x  ^  z  -h  [o\ 


=  0, 


On  a  donc  ici     m  —  \,       a  =  15°   et  par  conséquent    \  —    ^: 

La  condition  de  réussite  est  ici  seulement  remplie  avec  e  =  -t-  1;  il  n'y  a  donc  que  deux  valeurs 

pour  z,   et  par  suite  pour  x.   D'ailleurs 

^  =.  31o°  =-  2"i0°  4-  45° 

est  une  solution  évidente  que  le   calcul  fera  retrouver 
comme  vérification. 

Il"  Soient  x  la  valeur  de  x  pour  laquelle  y  est 
minimum  et  égal  à  y'  et  x"  la  valeur  de  x  pour  laquelle 
y  est  maximum  et  égal  à  //";  en  faisant  //  i^:  y'  dans 
l'équation  de  la  courbe,  on  a  une  équation  du  3"  degré 
en     tg  X    dans  la([uelle   le  produit  des    racines   égale 

li;-    l'i° 

'■ — ; —  ;  donc  les  ))Oints  ou  la  tani^i-ntc  en  ce  niinimuin 

// 
coupelle  nouveau  la  courbe  ont  leurs  abscisses  ilonnées 
par 

tiî  x[  —  — 


tg  »■>   . 

y'  tg»  .V'  ' 

lie  même  pour  les  points   situés   sur   la    tangente  au 


maximum 


tirai  =  — 


tg  l.i' 
1/"  tu»  .r'" 


111°  La  forme  de  la  courbe,  limitée  aux  valeurs  de 
X  comprises  outre  0  et  !S0°,  qui  dounent  une  période 
complète,  est  donc  indiquée  par  la  ligure  ci-contre. 


i;{2 
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Formules  du  calcul. 


\og:  t-  ^  --  log  Wl/\  -  i  -  ï/ïj, 

lo-  siii  0  =  log  v/2  -  log  V  \ '^  -  1  +  log  sin  (15°  +  cp), 
.-'  =  <p  4-  0  >  90", 

.r'  =  ~  +  7°  aC  >  00'\ 

log  //,  r:.  log  tg  (180°  -  .-')  -  log  tg  (180"  -  x'), 
y'  —  —  y^  (miuiiiiuni), 
log  tg  x\  =  log  Ig  15"  -  log  .)/,  -  2  log  tg  (180"  -  x'), 

z"  =  180"  -  0  +  ?  >  180°  +  90°, 
x"  =  ^  +  '°30'      >  90°, 

log  y,  =  logtg(3(30°-z")-logtg(180°-a;")= -logtglo", 
y"  =  —  y.,  (maximum), 
log  tg  x'i  =  log  tg  lo°  -  log  2^2-2  log  tg  (180°  -  x")  =  0. 
Vérification  :  z"    =  315°. 


Résultats. 


x'  =  93°j4'1",16. 

y'  ^  -  0,0090 loi!) 
ai  =  'ï"olo6",97. 

x"  =  i05°. 

y"  -  -  3,73205, 

x'I  =  45^ 


Calculs  auxiliaires. 


Calcul  de  y  2- 

log  2  =  0,3010300 

^  log2  =  0,1003433 
"*  361 


12599 


72 

68,8 
3.^2 


V/'2  =  1,259921 


Calcul  de    \{/4:  —  1. 

-  log  2  ==  0.2006860 
''  4 


15874 


01 


v/4=  1,587401_ 

J/4-l=  0,587401 
58740     7689339 

I 7 

log(v/4  -  l)  --  1,1681)316 

^log(v/4  -  l)  -  1,8844673 
^  68 

5 


76642 


Vv  \  -  i  =  0,766421 


-  l  log^v/4  -  0  ^  O.H. 55327. 


Calculs  définitifs. 

Calcul  de    0,  2  et  x. 

0,1003433 
0,1155327 

1,2908580 

log  sin  0  =  1,5067340 

269  18°44'0" 
~ï\ 

62  1" 
"9 

6,2  O'M 

2_^8 0",05 

0  =  18°441",15 

z'  =  172°28'2",32 
^  =    86°14'1",16 

Al 

x'  =    93o54'l",16 


s"  =  315°    à     0",02  près 

-^  =  157°,30' 
2 


X 


165°. 
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Calculs  auxiliaires  (suite). 


Calcul  de    «. 

1,239921 

0,766421 

tg  (180°  -  cp)  =^  0,493300 

log  tg  (180°  -  9)  =  1,693-2872 

404 

468 

424 

"44 

42,4 


SO^IS'SO" 


8" 


1,6 


0",8 
0",03 


180°  -  cp  =  26°13'38",83 
cp  =  153°44'  1",17 


Calcul  de    log  sin  (13"  +  cp). 

13°  -»-  cp  =  168°44'  1",17 
180"  -  (13"  +  9)  =  H"13'38",83  _ 

ll"13o0"        1,2907646 
8"  846,4 

0",8  84,64 

0",03  3,174 


log  sin  (13"  +  t)  -=  1,2908380 


Calcul  de  log  tg  (180"  —  z'). 

7"31'37",68 

7"31'30"  1,1212133 
7"  1134 

0",6  97,2 

0",08  12.96 


log  tg  (180"  - 

^') 

=. 

:  1,1213397 

Calcul  dk   log 

tg 

Ci 

80"  -  X'). 

86"5'38'',84 

86"3'3()" 

1.1 66076 '(. 

<S" 

2481, i; 

0",,S 

248,  !« 

0",01 

12,408 

log  tg  (180"  -  x')  :-  1,1663306 
•  log  Ig  (180"  -  x')  ^  2,8336i9i 


logtg13".^  1,4280523, 
-  logtgl3°  ^  0,3719473. 


Calculs  définitifs  {suite}. 

Calcul  de    y^   et  y' . 

1,1213397 
2.8336494 


log  ?/i  =  3,9349891 

30        90134 


44 


9 


y,  =  0,00901349 
y'  -^  -  0,00901349 


Calcul 

DE      X\  . 

r,  4280325 
2,0430109 
3,6672988 

log  tg  ar'i 

=  1,1403622 

2538 

7"31'o0" 

1084 

932,4 

6" 

131,6 

139,86 

0",9 

11,74 

0",07 

x\  ^ 

7"3r36",97 

Calcul 

DE   !/.,  ET  y". 

' 

log  y,  = 

0,3719473 

16          3 

7320 

39 

3 

//.  -  ;^. 

73203 

//'  =  -  3. 

7;-{203 
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208.  —  On  considère  nn  cercle  C  et  l'un  de  ses  points  0.  Soit  M,  un  point  de  la  cissoïde  droite  dont  0 
est  le  }H)int  de  rchroussi  ment  et  dont  le  cercle  donné  est  le  cercle  (jihv'rateur.  Trouver  le  lieu  du  point  d'inter- 
section de  Oil  avec  la  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  G.  Même  problème  pour  la  slroplioidc,  0  ctani  le 
point  double. 

[°   Les  l'oordoniiées  d'un  point  M  appartenant  à  la  cissoïde   donnée  peuvent  être  considérées 

comme  fonction  d'un  paramètre  /,  tle  sorte  (jne 

y  ^  tx,  {{) 

al"" 

X  — . 

■1  +  f 

en  désignant  par  a  le  diamètre  du  cercle  générateur,  La  polaire  du  point  M  par  rapport  à  ce  cercle  a 

pour  équation 

x{t^  -  1)  +  "It'y  -  cU^  =  0.  (2) 

En  éliminant  /  entre  les  équations  (1)  et  (2),  ou  aura  l'équation  du  lieu  demandé  : 

{x^  -+■  rf){i>7f  -  x^)  -  axy^  =  0.  (3) 

Cette  équation  représente  une  quartique  circulaire  unicursale;  l'origine  est  un  point  triple,  les 
tangentes  en  ce  point  étant  l'axe  des  x,  qui  est  une  tangente  de  rebroussement,  et  l'axe  des  y. 
Les  directions  asymptotiques  réelles  sont  fournies  par  l'équation 

OC 

Si  l'on  pose     ij  —  — =  +  o,    l'équation  de  la  courbe  prend 
la  forme 

tio-  —  ay'2,  0 


\/2 


a\/ 


0. 


a\/'2 


Donc    lim  o  =  — —  ;     l'équation  de  l'asymptote  est 

a\/2 


d'ailleurs,  si 

l 

le  coefficient  de  -   est  donc  négatif  quand  5  est  suffisamment 

voisin  do  sa  limite    —   ;    on  eu  conclut  que  la  différence  infiniment  petite   o  —  d   est  positive  quand 

X  croit  indéfiniment  par  valeurs  positives,  et  négative  quand  x  croit  indéfiniment  par  valeurs 
négatives  .  En  outre,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x;  on  voit  aussi  que  2î/»  -  x» 
et  X  doivent  avoir  le  même  signe.  Il  résulte  do  là  que  la  courbe  représentée  par  l'équation  (3)  a  la 
orme  ci-dessus.  Elle  passe  évidemment  par  les  points  communs  au  cercle  et  à  la  cissoïde  donnés. 
Cette  dernière  est  représentée  en  traits  ponctués  sur  la  figure. 
2"  L'équation  de  la  strophoïdc  étant 

X  (x""  +  y*)  -h  a  {y*  -  x""  )  --=  0, 
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on  peut  définir  les  points  M   de  cette  courbe  par  les  formules 

y  =  Ix, 

ft(l  -  t') 


ii) 


X  = 


1  +  /» 
Il  convient  d'appeler  dans  ce  cas  cercle  générateur  le  cercle  qui  a  pour  équation 

x'î  +  /y2  _  ?a  c  =  0  ; 

la  polaire  du  point   M   par  rapport  à  ce  cercle 
a  pour  équation 
x{i-P)+ty{i-t')-x{\+t^)-a{l-r-}=0.  (o) 

En  éliminant   t   entre  les  équations    (4)  et 
(5),  on  obtient  l'équation  du  lieu  : 

y-  (x''  +  î/*)  +  ax  {x^  —  y^)  =  0.      (6; 

Cette  courbe  est  une  quartique  circulaire 
^  uuicursale  ;  l'origine  est  un  point  triple  dont 
les  tangentes  sont  l'axe  des  y  et  les  bissectrices 
des  angles  des  axes.  L'axe  des  x  est  une  direc- 
tion asymptotique,  mais  il  lui  correspond  des 
branches  paraboliques.  On  voit  que  x{x^  —  y*) 
doit  être  négatif,  ce  qui  permet  de  déterminer 
des  régions  dans  lesquelles  ne  se  trouve  aucun 
point  de  la  courbe;  ces  régions  sont  couvertes 
de  hachures  sur  la  figure.  La  courbe  a  la  forme 
ci-contre:  sur  cette  figure,  la  strophoïde  est  indiquée  en  traits  ponctués. 

Nous  avons  supposé  ici  la  strophoïde  définie  de  la  manière  suivante.  Étant  donnés 
un  cercle  C  de  rayon  a  et  un  point  0  sur  ce  cercle,  on  prend  sur 
chaque  sécante  issue  du  point  0  un  segment  UM  =  PQ,  P  étant 
le  point  de  rencontre  de  la  sécante  avec  le  diamètî'o  AB  perpendi- 
culaire à  OC,  et  Q  le  second  point  d'intersection  de  la  sécante  OM 
avec  le  cercle.  L'équation  du  cercle  étant 

j-  ■+■  y-  —  "irt.r  —  0, 
si  l'on  pose  y   -  fx, 

on  en  lire,  pour  l'abscisse  du  point   Q  : 


1    I-  /' 
de  sorte  ({ue  l'abscisse  do   M   est  égale  à 


a  — 


l'équation  de  la  strophoïde  s'obtient  eu  remplaçant   t   pai 

I  -  n 


ce  qui  donne 


.T(.r»  4-  //»)  -  n{x^  -  //"M  --^  (K 


13»; 
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Ou  peut  supposer  le  sogmenl  O.M  éi^al  au  segment  QP;  alors  la  strophoïde  est  disposée  syraétri- 
quoiiuMit  ;\  la  i-,rccédente  par  rapport  au  point  0;  sou  équation  sera 

x{x-'  +  f)  +  a.{x^  -  If)  -  0; 


t'  -  1 

un  point  aura  pour  coordonnces     x  =  a 

*  '  ^^  +  1 


y  =  iJ^'; 


la  polaire  do  ce  point  par  rapport  au  cercle   générateur  a  pour 
équation 

x(/*  ~  \)  -h  Ujif  -  1)  -  xi([  4-  /*j  -  a(/*  -  1)  =  0; 
eu  remplaçant  /  ])ar  ■»  on    aura   l'équation    du    lieu    du   point   de 

rencontre  de  OM  avec  sa  polaire  par  rapport  au  cercle;  on  trouve 
ainsi 

(x»  +  if){if-  —  2a;*)  -  ax  y""  —  x^)  =  0. 

Cette  courbe  a  pour  directions  asyraplotiques  réelles  les  droites 
?/*  -  2x*  =:  0  ; 
en  posant    y  =  x\/^  +  8,    l'équation  prend  la  forme 


G 
pour  ô 


\        Gv/2/       4 


Gv/2 
a 


Saoy/  2 


-0; 


1 


,    _  le  coefficient  de  —  est  écral  à 


1 


il  est  négatif:  donc  on  voit  d'abord  que  pour  -  — 0, 

a  1 

lim  0  =  TT-j^'-,     ensuite,  si  —  est    infiniment    petit, 


V2 


x 


0  —  ■^—  aura  le  signe  de  -  •     En  remarquant  que 

la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x, 
et  que  par  un  point  {x,  y)  de  cette  courbe  les  poly- 
nômes y"^  —  2a;*  et  x{y'  —  a;')  doivent  avoir  le  môme 
signe,  on  peut  aisément  tracer  cette  courbe,  qui  a  la 
forme  suivante.  La  strophoïde  est  représentée  en  traits 
ponctués.  La  courbe  rencontre  évidemment  le  cercle 
aux  points  oîi  ce  cercle  est  lui-môme  rencontré  par 
la  strophoïde  ci-contre. 

La  plupart  do  nos  correspondants  ont  pris  pour 
cercle  générateur  le  cercle  décrit   sur  la  droite. qui 
joint  le  point  double  de  la  strophoïde  à  son  sommet, 
comme  diamètre. 
Dans  cette  hypothèse  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  strophoïde  sont  données  par  les  formules 

y  -  U,  (4) 


X  = 


■I-  t* 
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la  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  cercle    x^  -+■  y"^  —  ax  =  0    est  défiuie  par  l'équation 

(1  -  t'y2x  -  a)  +  2y(l  -  t')t  -  x({  +  n)  =  0  ;  (o) 

en  éliminant   t   entre  les  équations   (4)  et  (o),  on  trouve  l'équatiou  du  second  lieu  demandé  ; 

(a;2  4-  y^)C2if  -  a:»)  —  ax'y^  -  x^)  =  0.  (6) 

Cette  équation  représente  encore  une  quartique  circulaire  unicursale;  l'origineest  un  point  triple, 
les  tangentes  étant  l'axe  des  y  et  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  Les  direclions  asymptotiques 
sont  les  mêmes  que  dans  la  courbe  précédente.  En  posant 


l'équation  se  met  aisément  sous  la  forme 

6    /        «v/^ 


X 

y  =  — ' 

v/2 


3o*  -  av'tZ 


+  . 


Si  l'on  pose   o  = -^,     le  coellicient  de       prend  une  valeur  positive;  ou  en  conclut  <jue  pour 

(les  valeurs  positives  de  x  sunisammeut  grandes,    04-  -r^    est   uégalir:  c'est  le  contraire  pour   x 

négatif;  on  en  déduit  la  disposition  des  branches  inliuios.  En  reniarciuaut  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  Ox,  et  que  les  facteurs  2//*  —  x*  et  x(//*  —  .r*)  doivent  avoir  le  mi^me  signe,  il  est 
aisé  de  construire  la  courbe,  qui  a  la  forme  indiquée  plus  haut. 


Ont  résolu  la  mieslioii  208  :  MM.  Bumm.on,  nmuMKAU  (  AMiit>ii>«i  ,  II.  Laiihkiit   ^ly(■l'•o  d  'AkoD;    MniiFL  lOii  f  n  \im»h  :  (  li.  Ti  lu  m  (Fcrran»' 
J.  Vanhiku  (Sainl-Miiixcnl). 

l.i'saiili'iîs  soliilions  sont  erron(V*s. 
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Géométrie  analytique. 

270.  —  Oxy  étant  deitr  axes  reclani/ulai/rs,  et   A,  A',  B   trjis  points  situes  sur  es  axe,^  à  une  m^ine 
ilis lance  de  /'orifjine,  disposés  comme  linditjue  la  figure,  OA  =  0\'  =  OB  =r  R  : 

/"  Equation  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  A  \'B,  en  prenant  comme 
laramèirc  variable  le  coe/jîcient  angulaire  m  de  l'axe. 

Par  choque  point  du  plan  passent  àùwx  de  ce^  paraboles;  distinguer  les 
régions  du  plan  pour  lesquelles  ces  deux  paraboles  sont  réelles. 

I Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  de  ces  deux  paraboles  sont  reclan- 

gui  ail  es  est  une  circonférence  (C) . 

Construire  en  coordonnées  polaires  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire 
■-g  abaissée  de  V origine  0  sur  les  axes  de  toutes  les  paraboles  circonscrites  au 

triangle  ABA'. 

2"  Lorsqu'un  point   M   décrit  la  circonférence  (C),  le  poiat  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles 
pasmnt  par  ce  point  décrit  également  une  circonférence. 

3"  L'hyperbole  équilatère,  circonscrite  au  triangle  ABA'  et  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes   des 
deux  paraboles  passant  par  un  point   M    de  la  circonférence  (C),   pisse  par  ce  point 'Sî . 

1°  L'équfvtion  générale  des  paraboles  dont  l'axe  a  pour  coedicient  angulaire   m  est 

(■//  —  mx)^  +  Tax  -+-  2ui._y  +  v  ==  0. 
Ces  paraboles  coupent  l'axe   Or  aux  points  dont  les  abscisses  sont  les  racines  de  l'équation 

w*a;*  +  T/.x  +  v  —  0. 
Ces  abscisses  doivent  être    —  R  et    -i-  K;  on  doit  donc  avoir 

A  =  0,  et  V  =  -  ?H»R». 

La  condition  pour  que  ces  paraboles  passent  en    B  {x  =  0,      /y  —  —  H)  est 

R'^  -  2y.R  +  V  =  0, 
ef,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  v, 

R^  -  -2;/R  -   mHi*  =  0. 
d'oîi  Ton  tire  2.JL  =  R(l  -  m^). 

L'équation  générale  des  paraboles  qui  remplissent  toutes  les  co  iditions  indiquées  est  d)nc 

(y  -  mxY  +  R(l  -  m^)//  -  m"VC'  .^  0.  (1) 

Soient   x^,  yt   les  coordonnées  d'un  point  donné  dans  le  plan;  écrivons  que  la  parabole  représentée 
par  l'équation  (1)  passe  par  ce  point  et  déterminons  la  valeur  correspondante  de  m. 
Nous  avons  h  résoudre  l'équafion 

(//,  -  mx,Y  -f-  Rll  -  m^)//,  -  m'H'  ^  0, 
qui,  ordonnée  par  rapport  à  l'incoiHuie    m,  dovient 

{x'i  -  H//,    -  R«)m»  -  '2mx^!/^  +  y.iy^  +  R)   =  0.  (2) 

Elle  est  du  second  degré  et  donne  pour  m  deux  valeurs  réelles  ou  imaginaires  à  chacune  des- 
quelles correspond  une  parabole  représentée  par  l'équation  (l).  Ainsi  parchaque  pointdu  plan  passent 
deux  paraboles  réelles  ou  imaginaires. 
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Pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  (2)  ait  ses  racines  réelles,  c'est-à- 
dire  que  l'on  ait  a;?^?  -  //,f//.  +  R)(a;?  -  R?/i  -  R^;  >  0 
ou  après  simplification,  ?/,(R  +  i/i  +  Xi){l{  +  y,  —  a;,)  >  0. 

Construisons  les  deux  droites  représentées  par  les  équations 

X  +  y  -h  l\  —  0  et  X  —  y  —  W  =  0. 

Ce  sont  les  droites  A'B  et  AB;  elles  forment  avec  //  =;  0  un  triangle  AA'B  dont  les  côtés  sont 
indéfiniment  prolongés;  elles  partagent  le  plan  en  sept  régions.  Si  le  point  donné  est  dans  l'une  des 
régions  couvertes  de  hachures,  les  paraboles  ne  sont  pas  réelles;  s'il  est  Jans  l'une  des  trois  autres 
régions,  les  paraboles  sont  réelles. 

Lieu  des  points  pour  lesquels  les  axes  des  paraboles  sont  rectangulaires.  —  Pour  que  les  axes  des  deux 
paraboles  qui  passent  par  le  point  iCiJ/i  soient  rectangulaires,  il  faut  et  il  suffît  que  le  produit  des 

racines  de  l'équation  (2)  soit  égal  à  —  1,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ar,  -  Ry,  -  R*  +  y,(\),  ^-  R)  :=  0, 
ou  bien  af  +  y]  —  R    =  0. 

Cette  égalité  est  la  conditioQ  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
poiot  par  lequel  passent  les  deux  paraboles  appartienne  à  la  circon- 
férence 

x^  +  ?/2  -R2  ==  0,  (C) 

circonscrite  au  triangle  donné  Al^A'. 

Lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'oriyine   0  sur  les 
axes  de  tontes  les  paraboles  circonscrites  au  triangle    ABA'.  —  Les 
axes   de  toutes  les  paraboles  représentées  par  l'équation  (1)  sont 
donnés  par  la  formule  connue  A/"^  4-  B/'|,  =  0   ou   B/^  +  C/,,  =  0- 
L'application  de  cette  dernière  formule  conduit  i\  l'équation 

w^(.V  -  mx)  +  {y  —  mx)  +  ,y  (l  -  '»^)  =  0 


ou  bien 


RI-  m' 


y 


=--0. 


(3) 


-2    1   -^  m' 
L'équation  do  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  droite  du  point  0,  origine  des  coordonnées,  est 


y 


m 


d'oïl 


wi  = 


En  écrivant  que  ces  deux  équations  sont  satisfaites  par  la  mt^me  valeur  do  nu  on  a  l'équation  ilu 

lieu.  On  trouve 

a;*       R    v'  —  ac* 

•'        V         "2 


ou  l)ien 


(a;-  +  xff 


y' 


1^'/ ,  ..       ... 


0 


0. 


A  chacun  des  points  do  celte  couriie  correspond  uuo  valeur  ilo  ni:  ils  conviennent  ilonc  tous. 
Transformée  en  coordonnées  polaires,  cotte  équation  devient 


p  =  V  sin  (•)  cos  2(-). 


Avant  do  construire  cette  courbe,  remarquons  que  p  reprmul  la  mcNnie  valeur  quand  on  altrihuo  à 
u)  deux  valeurs  ayant  pour  somme  u,  do  sorte  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  ;\  Taxe  Ot/-  l''i> 
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ouliv,  ù  doux  valeurs  de  <•>  ayant  pour  (liirérence  r.  correspondent  dos  valeurs  de  p  (la  somme  nulle  : 

car 

sin  0)  cos  "lui  —  —  sin  (o)  +  t.)  ces  (2w  -+-  ^~). 

11  en  résulte  (jue  les  valeurs  m  et  o  -i-  :r  conduisent  à  un  même  point,  et  il  nous  sullit  de  faire 
varier  o)  de  zéro  à  -,   ou  mémo  de  /.éro  à     ^^     a  cause  de  la  symétrie  par  rapport  h    Oy. 

La  fouolion  :  est  évidemmonl  liuio  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  delà  variable  w.  Elle 
est  nulle  pour    <■>  —  0    et  aussi  pour    <^=7;     elle  est  positive,  o)  variant  tle  zéro  a     ^    et    négative 

quand  m  est  compris  entre     ,     et     ^^• 

Calculons  la  dérivée 

p'  —  —  (cos  CD  cos  2a)  —  2  sin  ^-jo  sin  o) 

Â 

■D 

=  —  [cos  0)  (cos*  co  —  sin'^  w)  —  4  siu'^  o  cos  oi] 

■n 

=  —  cos  to  (cos*  (I)  —  5  sin*  o). 
Cette  dérivée,  d'abord  positive  quand  w  part  de  zéro,  s'annule  quand  on  a 

Il  existe,  comme  on  pouvait  le  prévoir,  un  angle   a   compris  entre  zéro 

et     —    satisfaisant  à   cette  équation.    Quand     o) 
4 

dépasse  a,    la  dérivée  devient  négative  et  reste 

négative  jusqu'à  ce  que  w  ait  atteint  la  valeur    — 

pour  laquelle  la  dérivée  s'annule  de  nouveau  en 
changeant  de  signe. 

Les  résultats  de  cette  discussion  sont  inscrits 
dans  le  tableau  ci-contre  dans  lequel  nous  inscri- 
vons eu  outre  les  valeurs  remarquables  de  la 
dérivée  et  de  la  fonclion. 

Il  ne  reste  plus  qu'il  tracer  la  courbe  qui  figore 
cette  variation. 

2"  Imaginons  ([u'un  point  M^r,,//,)  décrive  la  circonférence ',C;  ;  et  soit  cp  l'angle  compris  entre 
zéro  el  2-  que  devrait  décrire  une  dtnni-droite  d'abord  appliquée  sur  O.r  pour  s'appliquer  sur  le 
rayon   OM  ;    on  i)eut  alors  poser 

.r,  —  R  cos-f,  ,»/i  —  ^  ^''^  -?' 

»t  réquation  (2)  dont  les  racines  sont  les  coellicients  angulaires  des  axes  des  paraboles  passant  par  le 
point    .7-,,  //,    devient 

(coa*  f  ~  sia?  —  l)m*  —  "im  sin  -^  cos  9  -\-  sin  9  d   -1-  sin  9)  =  0 
ou  bien  sin  9  (I  -t-  8in(p)m*  -h  2w  sin  9  cos  s.  —  sin  9  (1  +  sin  9)  —  0. 

Le  iacteur  sin  9  n'est  pas  nul  ni  égal  à  —  1  ;  sans  quoi  le  point  M  coïnciderait  avec  l'un  des  trois 
points   A,  A',  B   et  les  paraboles  ne  seraient  plus  déterminées,  puisqu'on  en  connaîtrait  seulement  trois 


'■) 

■■; 

} 

II 

(1 

4- 

croît, 

a 

0 

R 

;h/c 

— 

décroît 

i 

H 

0 

— 

décroîl 

-l 

0 

R     . 

—  ^,  mm 
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points.  L'équation  qui  donne   m   peut  donc  s'écrire 


2  cos  -0 


\  -+-  sin  c? 


Le  coeificient  de  m  peut  s'écrire 
2  sin,  2 


i  I  cos    -  —  ^ 


1    4-  COS  f -r 


Z  COS' 


^'KM) 


7T  O 

remarquons  que  si  l'on  fait  varier  a  de  zéro  à   2?:,  l'angle   y  —  ^  prend  toutes  les  valeurs  inférieures 

1-        z 


à    V     et  supérieures  a 
4  ^ 


3:: 


et  la  tangente  de  cet  angle  prend  une  fois  et   une  seule   toutes  les 


valeurs  de    —  oo    à    +  x.  Pour  abréger  l'écriture^  posons 

l'équation  qui  donne  les  deux  valeurs  de   m   correspondant  au  point  choisi    M   devient 

m*  +  2a«2  -1=0. 
Si  l'on  en  tient  compte,  l'équation  (8)  de  l'axe  d'une  parabole  se  simplifie;  on  u.  en  etict 
1   —  wi^  =  2/»?,  d'où  1  -1-  m-  =  "î  —  T/Jii. 


i) 


L'équation  (3)  devient 


R 

y  —  nix  +  — 


Ain 


0, 


2     1    —    Aill 

Cette  équation,  ordonnée  par  rapport  à  m,  s'écrit 

'I/œm'  +  (RX  -  '?x  -  2àî/)»<  +  2y  =  0.  (o) 

Si  dans  cetie  équation  on  remplace  m  successivement  par  les  valeurs  des  ikux  racines  de  l'équa- 
tion (4),  on  a  les  équations  des  axes  des  deux  paraboles  qui  passent  par  1j  point  M  choisi,  axes  qui  se 
coupent  en  un  point  du  lieu  cherché.  Il  en  résulte  que  si  x  et  y  désigofut  les  coordonnées  d'un  point 
de  ce  lieu,  les  équations  (i)  et  (5)  ont  leurs  racines  communes,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

m  -  ^2x  -  2X// 


2/a;  = 


^j//. 


Tout  point  du  lieu  est  donc  à  l'intcrseclion  des  deux  droites  représentées  par  ces  équations  et 
nous  aurons  l'équation  du  lieu  ou  éliminant  entre  ces  équations  le  paramètre 
variable  l.  On  peut  les  écrire 

}x  -h  II    —  0, 

À(R  +  2//)  -  2,r  =  0. 

L'équation  du  lieu  est  donc 

2a;-  +  2//»  -h  R//  =  0. 

Elle  représente  un  cercle  dont  le  centre  est  uu  point     .r    -  0,    y  —  — 

et  qui  passe  à  l'origine  des  coordonnées. 

Tout  point  de  ce  cercle  répond  à  la  question,  car  il  sulVit  de  donner  il  À  la  valeur  --      pour  obtenir 

.r 

le  point  X,  y  du  lieu;  or  on  a  vu  que  X  preuil  une  fois  toutes  les  valeurs  de    —  x  ;">  -i-  x  . 

3°  Les  cocHicients  angulaires  des  axes  d'une  conique  (luelconquo  représeutéo  par  l'équatioa 
sont  les  racines  du  l'étiuation  A.r*  +  ilV,xy  -\-  Cy*  -h  ...  =0 

-       A  -  ^ 


R 


m" 


-g--«-l   =0: 
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il  faut  ol  il  suilit  pour  «juc  les  axes  soient  parallèles  aux  axes  des  deux  paraboles  qui  passent  par  M, 

(jue  l'on  ait 

A  —  C  2  cos  (p 

B  1  +  sin  (p 

et  ron  satisfait  à  cette  condition  en  prenant 

A  —  C  —  2  cos  9,       B  -     1  -f-  sin  9. 

Pour  que  celte  conique  soit  une  hyperbole  équilatère,  il  faut  et  il  suilit  ({ue  l'on  ait 

A  -H  C  =:  0,       d'oii       A  —  cos  ï),       C  =  —  cos  -j. 

Toutes  les  hyperboles  équilatères  donl  les  axes  sont  parallèles  auii  axes  de  nos  deux  paraboles 

ont  donc  pour  équation 

.r'^  cos  -ù  +  'i[[  +  sin  9)5,?/  —  j/'^  cos  9  -1-  2Xj;  +  :2{x//  ^-  v  =  0. 

Et  pour  (ju'elles  soient  circonscrites  au  triangle  AA'B,  il  faut  et  il  sufiit  que  l'on  ait 

À  _^  0,       V  :^  —  R*  cos  9,       fA  ;^  —  R  cos  9. 

L'hyperbole  équilatère  qui  remplit  toutes  ces  conditions  a  donc  pour  équation 

x'^  cos  9  +  2(1  +  sin  ■j>)xy  —  ij-  cos  9  —  2Ry  cos  9  —  R"  cos  9  =  0. 

Si  Ton  y   remplace   x   par    R  cos  9    et    //    par    R  sin  9,    on  a  après  avoir  divisé  tous  les  termes 

par  R*  cos  9 

cos-  9  4-  2(1  +  sin  9)  sin  9    -  siu'^  9  —  2  sin  9  —  1  ==:  0, 
ce  qui  est  une  identité. 

Remahijles.  I.  —  On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisanle  pour  que  les  quatre  points  d'inter- 
section do  deux  paraboles  soient  sur  un  cercle  est  que  les  axes  de  ces  coniques  soient  perpendiculaires. 
Si  donc  deux  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABA'  ont  leurs  axes  perpendiculaires,  leur  quatrième 
point  commun  est  nécessairement  sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABA',  et  réciproquement. 

La  même  observation  s'applique  à  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  môme  triangle  et  qui  a 
un  axe  parallèle  à  l'axe  de  l'un*»,  de  ces  deux  paraboles;  elle  coupe  cette  parabole  sur  la  même 
circonférence. 

II.  —  On  peut  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux  paraboles  en  remarquant 
(ju-  par  chaque  point  du  plan  passent,  en  général,  trois  axes  de  paraboles  circonscrites  au  triangle 
AB  V.  Leurs  coefficients  angulaires  sont  les  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 

2/;»'  -  (2/7  -  l\)m'  ^  2xm  -  ,2//  -f-  R)  =  0. 

Lo  produit  des  racines  est     ^~ ;      pour  que  deux  d'entre  elles  aient  pour  produit     —  I,     il 

faut  et  il  suOil  quo '-^-^ — •     ?oil  une  racine,  pourvu  toutefois  (lue  celte  racine  ne  soit  pas  nulle. 

2a: 

2y  +  H         .,        . 

Lu  condition  pour  que      —  - — ; soit  racine  est 

^  ^  "Jx 

(2/y  +  R)'  -h  rly  -  R)(2//  +  R)'^  -h  Hx\2.!j  +  R)  ^  0, 

ou,  après  la  suppression  du  lacteur     2//  +  H     qui  ne  doit  pas  être  nul, 

(2</  ■+  R/^  +  Vy'  -  I^'  +  «^'  --'  t'' 

ou  bien  2ac'  +  2^»  +  R//  =  0. 

C'est  bien  le  cercle  qu'on  a  trouvé  plus  haut.  E.  D. 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 

Physique  et  Chimie. 

Physique.  1.  —  Exposer  la  méLliode  générale  des  mélanges  qui  sert  à  mesurer  la  chaleur  de  fusion 
d'un  corps  qui  est  liquide  à  la  température  ordinaire. 

IL  —  Application  de  cette  méthode  à  la  mesure  de  la  chaleur  de  fusion  et  de  la  chaleur  spéciQque  de 
la  glace. 

Chimie.  —  Décrire  la  méthode  de  préparation  de  l'hydrogène  à  l'aide  du  flacon  à  deux  tubulures.  — 
Indiquer  les  corps  mentionnés  au  programma  qui  se  prépirent  avec  le  môme  appareil,  en  ne  donnant  pour 
tous  ces  corps  (y  compris  l'hydrogène)  que  les  formules  de  préparations. 

(^9  mai,  de  7  h.  à  10  h.) 

Mathématiques. 

l.  —  271.  —  Étant  donnés  un  plan  et  deux  sphères  S,  S',  de. rayons  R  et  U  ,  ayant  leur  centre  dans 
ce  plan,  on  considère  une  sphère  variable,    S,    tangente  aux  deux  premières  et  au  plan.  —  On  demande  : 

1°  Le  lieu  géométrique  du  point  de  contact  de  la  sphère   S   avec  le  plan  donné  ; 

2"  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  la  sphère    'L. 

IL  —  272.  —  ()a  donne  deux  sphères  de  centres  C,  C,  et  un  cône  de  révolution  de  sommet  0,  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  CGC;  le  triangle  CGC  est  rectangle  en  0.  —  On  demande  :  1°  de  former 
les  équations  du  lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  au  cône  et  aux  deux  sphères  données  ;  2°  île  discuter 
la  nature  de  ce  lieu  dans  le  cas  où  le  triangle  rectangle  CGC  devient  isocèle,  où  les  sphères  données  sont 
égales,  el  où,  de  plus,  la  sphère  variable  touche  les  sphères  données  toutes  deux  extérieurement,  ou  toutes 
deux  inlérieuremcht. 

'30  mai,  de  7  h.  à  41  h.j 

Calcul  ti'ig 0110 métrique. 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtes  et  l'angle  compris,  savoir: 

a  =  5i!72j"'8'J,    6  =  4558(i'"5L     G  =  55»  43' :27"63. 
Calculer  le  côté   c,    les  deux  angles   A  et  B,    et  la  surface. 

(30  mai,  de  i  h.  1/S  à  b  h.) 

Géométrie  descriptive. 

273.  —  On  donne  un  cube  de  IG*^'"  de  côté  :  sa  face  postérieure  est  dans  le  plan  vertical  ;  l'arête  inférieure 
de  celte  face  est  sur  une  ligne  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  fouille,  à  2l""o  du  bord  inférieur,  el  l'extrémité 
droite  de  celte  arête  est  à  2'^'"o  du  bord  droit  de  la  feuille.  Une  .sphère  est  inscrite  dans  ce  cube. 

Un  cône  de  révolution,  tangent  à  la  face  iuleriouro  du  cube,  a  son  sommet  au  centre  de  celle  face,  el  son 
axe  passe  par  le  sommet  antérieur  de  gaucho  de  la  face  supérieure  du  cube. 

On  demande  de  représenter: 

1"  Le  solide  commun  au  cône  el  à  la  sphère,  en  trait  noir  plein  pour  les  parties  vues,  el  en  poinLs  noirs 
ronds  pour  les  parties  cachées;  on  indiijuera  en  traits  rouges  la  couslruction  d'un  point  quelcon(|ue  do 
l'inlerseciion  et  des  points  remariiuablcs,  ainsi  que  celle  des  tangentes  en  ces  points: 

'È'^  La  projection  en  trait  noir  plein  de  la  courbe  d'intersection  du  cône  el  de  la  sphère  sur  un  plan 
vertical  parallèle  à  l'axo  du  cône  et  situé  a  [±<"l}  du  centre  de  la  sphère. 

(31  mai,  de  7  h.  a  U  h.) 
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ÉCOLE  NORMAL!-:  SUPÉRIEURE 

Malhéinatiques. 

274.  —  1"  Les  coordonnées  des  points  d'une  courbe  (C)  étant  représentées  par  les  lormules 

2  2  2 

X  = >  M  — i  '  :■  —  -. ' 

t  — a  ^       t  —  b  t  —  c 

où  /  dotii^ne  un  paramètre  variable  et  a,  b,  c  sont  trois  constanles  dijjcrvnles,  on  cons^idèrc  tous  les  set,'ments 

de  droite  dont  les  deux  extrémités  sont  sur  la  courbe  (C)  et  on  demande  de  trouver  la  surface  (S),  lieu  des 

milieux   M    de  ces  cordes. 

-i"  Démontrer  que  la  surface  (S)  contient  la  courbe  (C)  et  ses  trois  asymptotes. 

3"  Montrer  qu'à  chniiuc  point  M  de  cette  surface  correspond  une  seule  corde  do  la  courbe  (d)  ayant  son 
milieu  en  M.  Discuter  analyiiqucmcnt  et  mettre  ainsi  en  évidence  trois  droites  tracées  sur  la  surface  (S), 

i"  Délimiter  la  légion  du  plan  des  x\)  où  doit  so  projeter  un  point  M  de  la  surface  (S)  pour  que  la 
corde  dont  ce  point  est  le  milieu  joigne  deux  points  réels  de  la  courbe  (C). 

o"  Trouver  toutes  les  droites  situées  à  distance  linie  sur  la  surface  {>). 

6"^  Trouver  le  lieu  des  cordes  de  la  courbe  (G)  dont  les  milieux  sont  sur  une  droite. 

!  12  Juin,  Durée  0  heures.} 
Physique. 

I.  —  275.  —  Vne  sphère  de  verre,  de  rayon  a,  est  percée  d'une  cavité  sphérique,  concenlrique,  de  rayon  b, 
remplie  de  mercure.  Un  point  lumineux  est  placé  extérieurement  à  une  distance  D  du  centre. 

On  demande  : 

1"  D'étudier  la  marche  des  rayons  centraux; 

2"  De  distiotruerles  dilTércntes  restions  que  les  rayons  marginaux  éclairent,  soit  par  transmission,  soit  par 
rellexion  sur  le  mercure. 

On  examinera  l'influence  de  la  dispersion. 

II.  —  276.  —  Une  goutte  d'eau  à  zéro,  pesant  un  demi-gramme,  est  placée  dans  une  cavité  au  fond  d'un 
cylindre  de  20  centimètres  de  diamètre,  dont  les  parois  sont  rigoureusement  imperméables  à  la  chaleur.  Un 
piston,  poussé  à  fond,  ne  laisse  qu'un  espace  nuisible  négligeable;  on  soulève  ce  piston  de  38  centimètres; 
il  ne  reste  plus  qu'un  globule  de  glace  à  zéro. 

On  demande  : 

1"  Ouel  est  le  poids  de  la  glace; 

i'  Ouelle  est  la  chaleur  de  fusion  de  la  glace. 

Tension  maxima  de  la  vapeur  d'eau  à  zéro i""'',G 

Chaleur  de  volatilisation  de  l'eau  à  zéro  .   .    .    • 660. 

Pour  répéter  l'expérience  classique  de  Leslie,  on  met  ordinairement  la  goutte  d'eau  dans  un  bouchon 

placé  à  peu  de  distance  au-dessus  d'ua  large  cristallisoir  contenant  de  l'acide  sulfurique  concentré.  Quel  rôle 

joue  cet  acide  suliutique'.' 

(13  juin,  Durée  G  heures.) 


Le  Itédacleur-Gcranl  :     H.  VUIBERT, 


I>«HS    —  IJirBIJIEBir  tH4IX.  —    12'.88-1-l»3. 


3e  Année.  N^  10.  Juillet  1893. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


ECOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES  (Concours  de  189-2.) 


221.  —  On  demande  à  quel  taux  d'inlérêl  on  doit  emprunter  une  somme  A  que  l'on  veut  rembourser 

au  moyen  de  deux  paiements  égaux  à   a   qui  doivent  être  effectués,  le  premier  au  bout  de  deux,  le  second  an 

bout  de  quatre  années  :  discuter  la  solution. 

(Cours  préparatoires.) 

Soit  X  l'intérêt  do  1^'"  pendant  un  an.  Au  bout  de  deux  ans,  on  doit    A(l  -\-x)-;     on  paie   a,    il 
reste  dû     A(l  -+-  xy  —  a,     et  au  bout  de  deux  ans  la  somme  due  devient 

[A(j  +  x)'  -  a]{\  +  xY  ou  A(l  +  xY  —  a{{  -+  .r)«. 

et  cette  somme  doit  être  égale  à  a. 

On  a  donc  l'équation  A(l  +  x)''  —  a{l  +  x)-  —  a  =  0. 

Cette  équation  admet  pour     (1  +  xY     une   seule   racine   positive,   et   celle    racine   devra   être 

supérieure  à  1  pour  permettre  de  calculer  x. 

En  remplaçant    (1  H-  xY    ^ar  1,  le  premier  membre  de  l'cquation  devient    A  —  'Ha.     On  doit 

donc  avoir 

A  -  2a  >  0  ; 

et  si  cette  condition  est  remplie,   x  est  donné  par 

«  +  V'a'^  +  4Aa 

<'-*-^'  = 5Â ' 


^  /(i  +  \/ a'^  -h 


4Aa  _ 


Paris. 


Dti.Ar.ounc.F.LLii,  conducteur  des  Ponls  et  Chaussées,  h  Marchcnoir  (Loii-el-Clicr\ 
Oui  résolu  la  inèiuc  ijucslioii  ;  MM.  .\.  Iîaii.i.y,  lycée  de  Dijon  :  l'aul  Bkgoi',  lycée  de  Marseille  ;  E.  Gubden,  lycée  Sainl-Luuis  ;  J.  Mossbky,  à 


222.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  semblables  entre  elles  qui  passent  par  trois  points  donnes  :  cas 

particulier  des  hyperboles  équilatères. 

(Cours  pr^paratoirts.) 

Soit  ABG    le  trianj^le  Ibnné  par  les  trois  points;  prenons  pour  axes  CB  el  CA  et  posons   CB  —  2a, 
GA  ^  -26,    ACB  ...  0. 

L'équation  i^énéralo  des  coniques  circonscrites  au  triangle  AB(1  est 

Ax-^  +  lUxy  4-  C//>  -  2Art.r  -  ^ICby  _    0. 

Pour  que  ces  coniques  soient  semblables  entre  elles,  il  faut  qu'on  ait 

4(B'^  -  AC)  sin"  0 
(A  +  C  -  -2B  cos  0)»        '' 


I  il)  ÉCOLE  DES  POJSTS  ET  CHAUSSÉES 


/,•  étant,  si  les  coniques  sont  des  hypeiboks,  une  constante  positive  et  éi^alc  à  tg*  V,  V  désijj;uant 
l'aniile  des  asymptotes;  k  étant  négatil  et  égal  a  —  — — -~  ,  si  les  coniques  sont  des  ellipses, 
a  et  h     désignant  les  demi-longueurs  d'axes. 

Si  l'on  remarque  que    ; —      est  constamment  inférieur  à  l'unité,  on  voit  que  la  constante  k 

(a*  +  6*)* 

pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  comprises  entre    —  1   et  +  oc  . 
Le  centre  sera  donné  par  les  équations 

kx  4-  B//  -  ka  =.  0,  (2) 

Ba;  +  Cî/  -  C6  ^  0.  (3) 

En  éliminant    A,  B,  G     entre  les  équations  (L),  (2),  (3),  on  aura  l'équation  du  lieu. 
Des  équations  (2)  et  (3)  on  tire 

A        _         C B 

y{y  -  ^)  ~  x[x  -  a)~  -  {X  -  a){y  -  6)  ' 
et  comme  l'équation  (1)  est  homogène  en    A,  B,  C,     ou  peut  y  remplacer  ces  quantités  par  les  déno- 
minateurs correspondants.  On  obtient  ainsi 

k[x[x  -  a)  -h  y{y  -  b)  +  2(x  -  a)(y  -  b)  cos  0]»  -  4  sin^  (}[{x  -  a)Hy  -  bf  -  xy{x  -  a){y  -  b)\  ==  0. 
Le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  admet  pour  points  doubles  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  ABC.  Ou  voit  par  exemple  que  le  milieu  de  AB  est  un  point  double  en  remarquant  que  le 
premier  membre  de  l'équation  peut  se  décomposer  en  une  somme  de  termes  renfermant  au  deuxième 
degré  les  quantités    x  —  a  et  y  —  b. 

Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  milieu  de  AB;  l'équation  devient 

k[x{x  +  a)  +  y[y  +  b)  +  txy  cos  0]^  -  4  sin*  ^xy[xy  -  {x  +  a){xj  +  b)]  =  0. 
ou  h{x^  +  y'^   -+-  ^xy  cos  0  -+-  aa^  +  byY  -+■  4  sin*  Oxy[bx  +  a  y  +  ab)  —  0. 

Pour  construire  cette  courbe,  on  pourrait  poser  y  =  ix;  il  sera  plus  simple  de  ramener  sa 
discussion  à  celle  d'une  conique  par  la  transformation  inverse  dont  il  a  été  déjà  parlé  au  tome  P"" 
(page  lU;  de  celte  Revue.  Le  procédé  s'applique  d'ailleurs  à  toute  quarlique  trinodale. 

Pour  cela,  nous  passerons  en  coordonnées  trilatères  en  prenant  comme  triangle  de  référence  le 
triangle  qui  a  pour  sommets  les  milieux  A',  B'  et  C  des  côtés  BG,  CA  et  AB. 

Comme  x""  -^  y^  +  2a;//  cos  0  +  oa;  +  by,  x,  y,  bx  +  ay  +  ab  sont  respectivement  les 
premiers  membres  des  équations  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  cl  des  côtés  B'C,  C'A'  et  A'B' 
et  que  d'autre  part,  en  coordonnées  normales,  les  premiers  membres  des  équations  de  ces  lignes  sont 
aYZ  +  6ZX  4- cXY,     Y,     X,     Z,     l'équation  du  lieu  pourra  s'écrire 

(flYZ  +  6ZX  +  cXYf  +  /<XYZ(aX  +  6Y  +  cZ)  =  0, 
h  étant  une  constante  (luil  faut  déterminer.  Nous  avons  introduit  le  facteur  oX  4-  6Y  +  cZ  afin  que 
l'équation  fût  homogène. 

Pour  déterminer  h,  nous  remarquerons  que  les  équations  de  l'ensemble  des  tangentes  au  point  C 
dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées  peuvent  s'écrire 

k{ax  +  by)'^  +  iabxy  sin*  0  —  0, 
(aY  +  bXy  4-  hcXY  =  0; 
en  outre,  xely  étant  proportionnels  à  Y  et  X  ,  pour  que  ces  deux  équations  représentent  les  mêmes 

droites,  il  faut  que 

Aab  sin»  0 

hc  =  ■ I 

k  L  .  i 
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ou  en  remarquant  que  6   est  égale  à  l'angle   C  du  triangle  de  référence  et  que 

siu^  Cl 

et  abc  —  4RS, 

R   et   S   désignant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  la  surface  du  triangle   A'B'C  ,    il  vient 

'*^R^' 
et  l'équation  du  lieu  peut  alors  s'écrire 

kRlalZ  +  bZX  +  cXY)»  +  4SXYZ(aX  +  bY  +  cZ)  =  0. 

Cela  posé,  à  un  point  M   (X,  Y,  Z)  de  cette  courbe,  faisons  correspondre  un  point  M'   (X',  Y',  Z')' 

déterminé  par  les  relations 

XX'  ==  YY'  =  ZZ'. 

Pour  construire  le  point  M',  il  suffit  d'observer  que  les  droites  A'M,  A'M';  B'M,  B'M';  CM,  CM 
sont  symétriques  respectivement  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles  A',  B',  C  du  triangle  de 
référence. 

L'équation  devient  alors 

A;R(oX'  -i-  bY'  +  cZy  +  4S(aY'Z'  +  6Z'X'  +  cX'Y'j  r=  0. 

Elle  représente  un  cercle  concentrique  au   cercle    circonscrit  au   triangle     A'B'C.     11  est   aise 

d'avoir  son  rayon. 

En  ellct,  soient  H  et  K  les  points  de  rencontre  de  ce  cercle 
avec  B'C  ;  désignons  par  Z,  et  Z,^  les  troisièmes  coordonnées 
trilatcres  de  ces  points;  on  a 


s  in»  b' 

B'^;,  C  En  désignant  par    0   le  centre  du  cercle  circonscrit,  par    R  le 

rayon  de  ce  même  cercle  et  par   R'  le  rayon  du  cercle  que  nous  étudions,  on  aura 

FH.B^  =r  VÔ^  -  IV  =  W'  -  R'S 

sin»  B 
Or  Z,    et   Zj   sont  déterminés  par  les  deux  équations 

/tR(6Y'  -f-  cZ')»  +  4«SY'Z'  ::^  0, 
/A'  -+-  cZ'  :..  2S. 


d'où 


Eu  éliminant  Y'  on  obtient 


— —  Z  »  H — -  Z'  4-  URS» 


0. 


d'eu  l'on  déduit 


Z,Z, 


-^  -  RV.- 


sin»  B' 

et  par  suite  R'»  =  R«(l  +  A). 

Comme   k   est  toujours  su|)érieurà    —  1,    on  voit  que    R'    est  toujours  rrol. 
Si  les  conicjues  sDut  des  ellipses,     R'  <  R  ;     si  ce  sont  des  byporbolos,     R'  >  R. 
Ce  cercle   peut  donc  se  conslruiro  connaissant   /.-,    et  ayant  ooustiuit  ce  cercle  on  eu  dovluira  ia 
forme  do  la  (iuarti(iue,  d'après  la  constructiou  indiquée. 


lis 


l'ICOLK  DKS  PONTS  ET  CHAUSSÉES 


A  tous  les  points  de  B'C  correspond  le 
point  A';  donc,  pour  que  le  point  A'  soit 
point  double  à  tangentes  réelles,  il  faudra 
({uo  le  cercle  rencontre  B'C  en  des  points 
réels.  Les  tangentes  en  A'  seront  les  s^^mé- 
triques,  parrapport  à  la  bissectrice  de  l'angle 
A',  des  droites  joignant  le  point  A'  anxpoints 
de  rencontre  du  cercle  avec  B'C . 

Si  le  cercle  est  tangent  à  B'C,  A'  sera 
point  de  rebroussement;  enfin  si  le  cercle  ne 
rencontre  pas  B'C,  A'  est  un  point  isolé. 

Il  sera  donc  facile  de  se  rendre  compte 
de  la  forme  do  la  qiiartique  quand  R'  varie 
de  0  à  +  00  .  Ou  obtient  ainsi,  pour  le  cercle 
et  sa  transformée  les  formes  ci-contre  : 

Cas  tarticumers.  —  Pour  /i=—i,  R'=0; 
le  lieu  se  réduit  à  un  point.  En  effe.t  dans 
ce  cas,  les  coniques  sont  des  cercles,  et  il 
existe  un  seul  cercle  passant  par  trois 
points. 

Pour  k  —  0,  R'  =  R  ;  dans  ce  cas,  les 
coniques  données  sont  dos  paraboles,  le 
centre  est  à  l'infini.  Si  on  se  reporte  à 
l'équation  de  la  quartique,  on  trouve  les 
trois  côtés  du  triangle  A'B'C  qui  peuvent 
être  considérés  comme  lieu  de  centres  des 
paraboles  singulières  formées  par  exemple, 
du  côté  BC  et  de  la  parallèle  menée  par  le 
point  A. 
Enfin  quand  k  est  infini,  les  coniques  sont 
des  bvperbolcs  équilatèrcs;  l'équation  do  la  qnnriiquo  se  réduit  à 

aYZ  +  /^ZX  +  cXY  =  0, 

qui  représenle  le  cercle  circonscrit  au  Irianglo    A'B'C,    c'cst-à-dirc  le  cercle  des  neuf  points  du 

triangle  ABC. 

L.  P.  Randon. 


Ont  tf'solu  la  même  qucslion  :  MM.  Barisien  ;  L.  Tafsal,  Ivcl'o  de  TouIoupc  :  Paul  Bfgou,  lycdc  de  Marseille;  Paul  Faces,  Faculliî  des  science» 
de  Marseille;  Eugène  LtoiisTREC,  lycdc  de  Toulouse;  A.  IMarmhi.n,  hccc  de  Moulins. 
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225.  —   On  donne  dans  un  triangle   ABC  :    la  hauteur    AH  —  4865"',     la  hauteur     BK  ^  '2943'", 
l'a)igle    C  =  55«40'27''. 

On  demande  de  calculer  les  angles    A    et    B,     les  côtés    n,  b,  c    et  la  surface. 

(Elèves  ex  le  mes.) 


Données. 

AH  =  4865, 
BK  =  2943, 

C  =  55°40'27". 


a  = 


BK 

siu  C 


Formules. 

B-A      AH-BK         C 
^     2         AH-f-BK^^^^2 


b  = 


AH 
sin  C 


BK 

siii  A 


\    AH  X  BK 
"2*      sinC 


Résultats. 
A  ^  37°10'i3"..j, 
B  =  87"  9' 19", 5, 
a  =  'ào(j3'^,G^, 
b  ^  o890"',94, 
c  =  4871'", 
S  =  86685-20'"''. 


Calculs  auxiliaires. 


B 


^  =  27°o0'13",5 

2 

—  =  62''b'46",S 


AH  -  BK  =  1922 
AH  +  BK  =  7808 


Calcul  de  log  cotg 

27°50'20" 
6" 


0,2772773 
306 
2o,5 


logcolg-  =  0,2773104 


Calcul  de  log  sin  C. 
55o40'20" 


1,9168880 
100.8 


log  siu  C  =  1,9168981 


Calcul  de  log  sin  A. 
37°10'i0" 
3 


1,7811622 
83,4 
13,9 


log  sin  A  -:=  1,7811719 


Galcvils  définitifs. 

Calcul 

DE     A     ET 

B. 

log  (AH  - 

BK) 

==  3,2837534 

-  log  (AH  + 
logcolg- 

BK) 

^  4.1074602 
=  0,2773104 

B 

log  tg  — 

-  A 

9 

-  1,6685240 

076 

164 

24<'o9'30" 
3" 

B 

- 

A 

2 

B 

+ 

A 

2l°o9'33" 


=  62o9'46",o 


37ol0'13"o 


B  =  8709' 19",  5 


Calcul  de  a. 

logBK      =3,4687903 
loi,^  .>^iu  C  :^  Ï.9I 68981 


logrt  :^  3.ri518922 

890 

35631) 

32 

(/  - 

2 

=  ;i563"',62 

Calcil  de  h. 

lo-AH      r^  3.6870828 

log  sin  C  ^  l,91tiS!l81 

log  b  -^  3.7701847 

17 

58î>09 

30 

4 

b  - 

.  5890'",94 

io) 


KCOLK  DFS  I^)\TS  l'-T  CIIAU.-SKRS 


C.M.CI'I.    1>K    V. 

lo-  BK      r:  3,4081003 

log  sin  A  =  1,7811710 

loge  ^-  a.().s7()l8i 


Calculs  définitifs  (suite). 

Calcul  de  S. 

logAH        -3,0870828 

log- DK      -3.4087003 

4871  -  lo- sin  C  ^  0,0831010 

c  ^  4871'"  -log2         ^1,0980700 

logSr=  0,0370 '(50 
40 
10 


Paul  nEQoi-,  Ivcée  de  Marseille;  Uelacourcellk,  conducteur  dus  Ponts  et  Chaussées,  à  Marchonoir  (Loir-et-r,her). 


86685 


S  ^  8608o20""' 


226. in  point   h   mobile  s'élève  verticalement  en  B  avec  une  vitesse  initiale  nulle  et  une  accélération 

constante  y-  D'un  autre  point  A,  situé  dans  le  même  plan  horizontal  que  B,  on  lance  un  projectile  assimilable 

à  un  point  matériel  pesant,  avec  une  vitesse  initiale  donnée    Vq.  On  demande  quelle  direction  on  doit  donner  à 

aHte  vitesse  initiale  pour  que  le  projectile  atteigne  le  point  h. 

^  (Elèves  externes.) 

Soit   a   l'angle  que  fait  la  vitesse  initiale  avec  l'axe  des  œ,  le  point  A   décrit  une  parabole,  et  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  trajectoire  sont 

X  =  l'o^  COS  a,  ) 


y  —  Vf^t  sin  a  —  ^ 


(1) 


Soit  a  l'abscisse  du  point  B,  supposée  positive;  si  l  désigne  l'époque  à  laquelle  a  lieu  la  rencontre, 
les  coordonnées  du  point  b  pourront  s'écrire  sous  la  forme  (1)  ou  encore  sous  la  forme  suivante  : 


X  =  a 


y  =  2  ^'' 


(2) 


Tout  revient  tlonc  à  écrire  que  ces  coordonnées  sont  les  mômes; 

on  a  donc 

a  —  Vç^t  COS  a. 

1  /» 


La    premibre  équation  donnfî 


/  = 


Vq  COS  a 

et  la  seconde,  après  avoir  divisé  par  t,  et  remplacé  t  \  ar  cette  valeur, 

sin  za  =  : —  • 


(3) 


(4) 


Pour  oue  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 

V  >  ^(^  +  y); 

et  si  cette  condilion  est  remplie,  l'équation  (i)  donne  pour  2a  deux  angles  supplémentaires  fi  et  t:  -  p. 


GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE  131 


On  a  donc  pour  a  les  deux  valeurs  |  et  ^  —  ^.  et  l'équation  (3)  montre  qu'à  la  plus  petite  valeur 

de  a  correspond  la  plus  petite  valeur  de  l. 

On  peut  rechercher  si  le  projectile  passe  au  point   b    en  montant  ou  en   descendant  sur  sa 
trajectoire. 

Ce  mobile  passe  au  sommet  de  la  parabole  à  l'époque   /   déterminée  par 

—  =  Vq  sin  ce  -  gt  =  0, 
f  0  sin  a 

~        9 
Il  passera  donc  au  point  b  en  montant  si 

Vn  sin  a 


> 


ou 


g  v^ cos  a 

sm2a>-|;  (5) 


en  descendant,  si  sin  2a  <  — ^  ;  (6) 

enfin  le  mobile  sera  au  sommet  de  sa  courbe  si  l'on  a 

sin  2x  =  — ^.  (7) 

Or,  en  remplaçant  sin  2a  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (o),  l'inégalité  (6)  devient 

9  +  1  <'^9  ou  Y  <  9- 

Donc  les  deux  rencontres  auront  lieu  en  montant  si        y  <  g;        en  descendant  si        y  ><;        et 

au  sommet  de  chaque  parabole,  si        y  —  g. 

A.  Bailly,  lycée  de  Dijon. 

Autres  solutions  par  MM.  :  A.  Audoin:  Paul  Begoc,  lycée  de  Marseille;  Delacoi^rckllk,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Marchenoir 
(Loir-ct-Clier)  ;  Kdiix  Dutecii,  lycée  de  Toulouse;  A.  Duhami:aix,  lycée  d'Amiens;  Joseph  Foti,  école  navale  de  Gênes;  Eugène  Leuiimrkc,  lycée  de 
Toulouse;  Villeouey,  répétiteur  au  collège  de  Semur. 
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205.  —  On  donne  un  point   A   de  l'axe  et  un  point   A'   de  la  tangente  au  sommet  d'une  parabole  de 
paramètre  2p.  On  demande  :  i'^  le  lieu  du  /oi/er;  i"  l'enveloppe  de  la  direetriee. 

i°  Prenons  pour  origine  le  point  A,    pour  axe  des  x   AA'   ot  tics  axes  ri^ctauiiulaiivs.  Désignons 

par   a  l'abscisse  du  point    A'.   La  parabole  étant  rapportée  à  son  axo  ot  à  sa  tiingtMilo  au  aoiunicl  a 

pour  équation 

Y»  .=  2pX. 

Soit  (f  l'angle  do  Oa;  avec  l'axe  do  la  parabole.  Les  fornuilt>s  do  transformation  pour  passer  du 
systbmo   OX  ,    OY    au  systbme   Ox  ,    0//  sont 

X    -  {x  —  a)  cos  ç  —  //  sin  ç 

Y  =  X  sin  (p  +  y  cos  ç. 
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P 
Les  coordouuces  du  foyer  sout    ^  —  |,     Y  =  0.   Soient  x  et  y  les  coordoimcos  du  foyer  dans 


le  systèuio  Ox  ,   Oy  ,   nous  aurons 


{x  —  a)  cos  f  —  1/  sin  ^  =  ^  , 


œ  sin  9  4-  7/  cos  cp  =  0. 
On  aura  le  lieu  du  foyer  en  éliminant  9   entre  ces  deux  équations.  On  trouve  ainsi 

(x'  4-  y'  -  axY  -  ^4"  i^"  +  y'')> 
•t 

équation  d'un   limaçon  de  Pascal  dont  le  cercle  générateur  est  le  cercle  décrit  sur    AA'   comme 

diamètre,  la  longueur  dont  on  prolonge  toutes  les  cordes  étant  ^« 

^2"  L'équation  de  la  directrice  est  X  =  —  ^ 

ou  {x  —  a)  cos  9  —  y  sin  9  +  ^  =  0 . 

La  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à   9  est 

{x  —  a)  sin  ^  +  y  cos  9  =  0. 
Éliminant  9  entre  ces  deux  équations,  on  a  l'équation  du  lieu  qui  se  décompose  en 

[x  -  aY  +  y^  =  0, 

(oc  -  ay  +  f  =  ^ . 


La  première  équation  représente  les  droites  isotropes  issues  de  A'  ,   la  seconde  le  cercle  de 
E 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 


centre   A'  et  de  rayon  ^ 


1°  Soit  F  un  point  du  lieu  et  0  le  sommet  correspondant.  L'axe  est  AO  et  la  tangente  au 
sommet  A'O  ;  donc  l'angle  AOA'  est  droit  et  le  point  0  est  sur  la  circonférence  décrite  sur  AA' 
comme  diamètre.  On  a  d'ailleurs 

OF  1=  I  =  const. 
2 

ce  qui  montre  clairement  que  le  lieu  de  F  est  un  limaçon  de  Pascal. 
,  (  2°  Projetons  le  point  A'    en  M  sur  la  directrice.  Ou  a 

P 

L'enveloppe  de  la  directrice  est  donc  la  circonférence  de  centre    A'    et  de  rayon  ^» 

B.  Denain  (Rouen). 

Ont  résolu  la  question  205  :  MM.  AuooorN,  lycée  Louis-le-Grand  ;  AuDiDEni,  Marseille;  Baili.t,  Dijon;  E.  Barisien;  Bréiivbt,  Nantes;  H.  Chb- 
ROSKiT,  lycée  Condorcet;  I>.  EsiM HAT,  ;i  Espinchal;  Folxart,  lycée  Micheiet;  II.  Lamueht,  lycée  d'Alger;  Li'ssaud,  lycée  Saint-I-ouis  ;  A,  Mohbl, 
nu  Creusot;  1.  Marchai..  89'  de  ligne,  à  Courbevoie;  J.  SiRcuKr,  lycée  de  Tours;  Uéaaélre  Simianbscu,  sous-lieuteoant  de  l'urmée  roumaine; 
J.  Vamdiir,  1U*  de  ligne,  Sainl-.Maixent;  LJ.  .No.»biu,  suldat  au  ;i6°  do  ligne,  ù  .Nancy. 
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217.  —  Trouver  le  lieu  du  second  foyer  d'une  hyperbole  équilatêre  dont  on  donne  un  point  et  un  foyer. 

Soit  A  le  point  donné;  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  foyer  donné  0,  l'axe  des  x  étant 
la  droite  OA  et  l'axe  de  y  perpendiculaire  à  OA;  posons  OA  =  a.  Soient  M  le  second  foyer  et  G  le 
centre  d'une  des  hyperboles  équilatères  considérées;  comme  OM  =  20C,  il  suffit  de  chercher  le  lieu 
du  centre,  on  en  déduira  immédiatement  le  lieu  du  foyer  M.    L'é  juation  de  l'une  des  hyperboles 

équilatères  étant 

x"^  +  if  -.  %x  cos  cp  -f  //  sin  9  4-  Af , 

en  écrivant  que  cette  courbe  passe  par  A,  on  a 

a""  =  2{a  cos  9  4-  hy 

ou  a  cos  cp  +  ft  =:  £  -^ ,  {z  —  ±  i)  (1) 

Les  coordonnées  du  centre  sont  définies  par  les  deux  équations 

X  —  '2,{x  cos  ?  +  y  sin  9  +  A)  cos  9,  (2) 

y  =--  2(x  cos  9  +  2/  sin  9  +  h)  sin  9.  (3) 

Ces  deux  équations  donnent 

cos  9       sin  9  i 


y 


y/x^  +  y^ 


X 

en  remplaçant  dans  la  relation  (i)  cos  c?   par    — -=^=.     on  a 

yx"^  -4-  y- 

_     ov/2  ax 

2  y/a^"  +  ?/^ 

et  en  portant  dans  l'équation  (2)  les  expressions  de  cos  9,  sin  9  et  h,   on  a 

/a;'  4-  y^  =  2  \/a;«  +  y^  +  t -^ ) 

\  ■  2         \/x^  +  iff 

ou,  en  simplifiant,  _      

x""  -+■  y-  +  za\'1  y/x""  +?/^  -  2 ax  —  0. 

ce  qui  donne  pour  le  lieu  des  centres 

[x-"  -h  y^  -  'laxY'  =  2rt»(x»  4-  y^). 

Le  lieu  des  foyers  a  doue  pour  équation 

{x^  +  //»  -  ïax)-  =  M\x^  -h  y*)  ; 

c'est  un  limaçon  de  Pascal,  car  si  l'ou  construit  le  cercle  ayant  pour  éi[uatiou 

x^  +  7/»  -  Aax  —  0, 

en  appelant  P  le  point  de  rencontre  do  OM  avec  le  cercle,  l'équation  précédeuto  exprime  que 

ÔM'.M'  r^8a'.0M% 

et  par  suite  PM  =  2a\/2. 

On  peut  remarquer  que  les  tangentes  au  point  double  smt  rectangulaires. 

E-N.  B\ni<iBN. 
Autres  soluliona  :  MM,  Diuilliom,  Auiiaiis;  Duiiaubaux,  Aiuieus;  Durscii,  Toulouse;  (Jaurot,  iloudorcel. 
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Seconde  solution.  —  L'équation  do  l'hyperbole  équilatëre  peut  ^tre  écrite  ainsi: 

X*  -h  y^  -h  "2X'^  4-  i>.(.r  cos  9  -+-  //  sin  9  4-  /<)  —  2(.r  cos  cp  4-  //  sin  o  +  /«  -+-  À)*  =  0, 

X  désignant  un  parainètro  arbitraire;  f^ous  celle  iowuv  on  voit  que  1  l)ypcjJ)olc  est  bitani^cnleau  cercle  (J 

x'^  4-  //-  4-  2à"'»  4-  Al{A'  COS  9  4-  //  sin  cp  4-  //)  =  0, 

la    corde    des  contacts  étant  iiarallèle  à  la  directrice  correspondant  à  l'origine.    On  aura  le  second 
loyer  en  déterminant  X  de  faeon  que  le  cercle  C  ait  un  rayon  nul,  ce  qui  donne  la  condition 

À"  -  2>Ji  =^  0, 

d'où      X  =  0,     et     X  =  ■îlli.      La  première  solution  correspond  à  l'origine;  la  seconde  donne  le  cercle 

dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

X  —  —  Ml  cos  <p, 

y  =  —  Ml  sin  9. 

Les  coordonnées  polaires  d'un  point  du  lieu  sont  donc     —  Ah  et  9,  et  par  suite  l'équation  du  lieu 

p 
s'obtient  en  remplaçant  h  par  —  j  dans  l'équation  (1).  ce  qui  donne 


(a  cos  9  —  j)  =  ±  a- 
ou  c  =  4a  cos  9  q.  2rjv/2 


,/2 
2 


Eugène  Lequinthec  (Toulouse). 


Solution  géométriqit.  —  La  directrice  est  à  une  distance  du  point  A  égale  à  — -  ;  elle  enveloppe 

\/2 

un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  A  ;  la  projection  G  du  foyer  sur  la  directrice  déc:it  donc  un  lima- 
on  de  Pascal  et  comme  OM    =:  40G,    le  lieu  du  point  M   est  aussi  un  limaçon.  Le  premier  limaçon 
ayant  pour  équation 

p  =:  a  cos  9  4 — —  > 

le  second  a  pour  équation  p  =  4a  cos  9  4   1a\J\. 

Eugène  Lequinthec  (Toulouse). 

Ont  envoyé  des  solutions  géométriques  analogues  :  MM.  Iîrklivet.  Nantes;  H.  Chéuonni;t,  Condorcet;  Dutech,  Toulouse. 

MM.  P.  Faoes  (Marseille),  Marmion  (Moulins),  Baim.y  (Dijon)  ont  traité  la  question  par  les  coordonnées 
polaires  en  remarquant  que 

AO  -  AM  -  ±  ^. 

MM.  .1.  Hais  (à  Étampes)  et  Audibert  (Marseille)  ont  résolu  la  question  en  se  servant  des  coordonnées 
tangentielles. 

Enfin,  M.  Mkynier  a  traité  la  question  plus  générale  obtenue  en  remplaçant  la  condition  que  l'hyperbole 
ail  un  foyer  donné  par  la  condition  qu'elle  soit  bilantrenle  à  un  cercle  donné.  C'est  un  cas  particulier  do  l'une 
des  questions  portant  le  n»  215. 


230.  —  Kn  un  jxtint  M  d'une  ellipse,  on  mène  la  normale  qui  rencontre  le  grand  axe  en  N  et  le  petit  axe 
en  N'.  Si  du  point  M  on  mène  les  tangentes  aux  deux  cireonférences  décrites  sur  ON  et  sur  ON'  comme  diamètres, 
In  longueur  dt>H  ttinr/mtes  à  la  première  circonférence  est  égale  au  demi-petit  a^e,  la  longueur  des  tangentes  à  la 
seconde  est  égale  au  demi-grand  axe. 
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iôo 


SOLUTION  ANALYTIQUE 

L'ellipse  donnée  étant  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie,  la  normale  au  point  M  (a,  8)  a  pour 
équation 


—    C 


donc  l'abscisse  du  point  de  rencontre  N  de  la  normale  avec  le  grand  axe  a  pour  expression 


le  cercle  décrit  sur  ON  a  donc  pour  équation 


Col 


C'a 
a;2  +   ,/2 X  =  0. 

''        a^ 
Par  suite  la  puissance  du  point  M  par  rapport  à  ce  cercle  a  pour  expression, 

c'a*         ,     /a"        Q\ 
^  a^  Va»       6v 

Pareillement,  la  normale  en  M  rencontre  le  petit  axe  au  point  N'  ayant  pour  ordonnée  — ^^^  et  le 
cercle  décrit  sur  ON'  pour  diamètre  a  pour  équation, 


c*8 


0. 


La  puissance  du  point  M  par  rapport  à  ce  cercle  a  donc  pour  expression 


a^  +  fi^  +  '!(    =  a^(^  +  ^\  =^  a- 
b^  \a*       b-J 


Solutions  exactes  par  MM.  Iîaim.v  ;  nincii,  lycée  de  Dijon;  IiiuiLi.in\.  lycde  d'Aminns;  Dri.acourcflle,  à  Marchenoir;  Di'hameacx,  lycée  d'Amiens  ; 
L.  Esi'iNAT,  instituteur  à  Espinchal  (l'uy-dc-Dnrae);  É.  Foi.cakt,  lycée  Miclielet;  G.  TinzÉir.A,  à  Bucarest;  II.  Lbhksgik,  lycée  Saint-Louis;  Metnier, 
Nancy;  Pklmssikh,  lycée  Ampère,  à  Lyon  ;  (l.-A.  Pouilliaiit,  lycée  de  Clermonl-l'errand  ;  !..  Randon,  Villeoiey.  collige  deSemur. 

M.  Marcual,  soldat  au  89",  à  Gourbevoic,  généralise  ainsi  le  tliéorbme.  En  un  point  d'une  ellipse 
ou  d'une  hyperbole  on  mène  la  normale  qui  rencontre  l'un  des  axes  en  N.  Sur  ON  comme  diamètre, 
0  étant  le  centre  de  la  conique,  on  décrit  un  cercle.  Le  point  M  et  le  sommet  de  la  courbe  situé  sur 
l'autre  axe,  ont  môme  puissance  par  rapport  à  ce  cercle. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Les  circonférences  C,  C  décrites  sur  ON  et  ON'  comme  diamètres  passent  par  le  point  P  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  du  contre  0   do  l'ellipse  sur  la  normale.  Soit  OIv   la  distance  de  0  h  la 

langente  MT  en  M.  Si  l'on  désigne  par  b'  le  demi-diamèlre  conjugué  de 
OM,  on  sait  ijuc 

OK  =  2-'  . 
o 


2^7  et  26  étant  les  deux  axes  de  rollipsc. 
D'autre  pari. 


a 


donc 


MN.MP  ^  —  X  -7, 
0         b 


b*. 


loi) 


PHYSiQn-:  Kv  cm  Mil-: 


De  niO'im' 
doue 


MN'  = 


ab' 


MV.MP  -^"i.'x'i^'=<,". 
0         b 


L.  li.issAi,  lycct.' du  Toulouse;  II.  Buklivet,  Ivclv  île  .\;uUcs. 

uxième  solulion  géomclriquc.  —  On  peut,  mener  par  le  point    M     deux  droites  MAB  et  MAjB, 

telles  que 

MA  =  MAj  =  /;,  MB  ^  MB,  =  a. 

La  normale  eu  M  à  l'ellipse  passe  par  le  point  m  de  rencontre 

des  perpendiculaires  aux  axes  menées  par  Aj  et  B,.  Les  droites  AB 

et  AjB,   sont  également  inclinées   sur  les   axes,  d'où    il  résulte 

que    Oco    est  parallèle   à     AB  ;     il    en   résulte    que   le   faisceau 

(M.ONAjA)     est  harmonique.    Le  cercle  décrit  sur     OM     comme 

diamètre  et  le  cercle  ayant  pour  centre    M,     etpourrayon    MA, 

sout  donc    orthogonaux  et   par  suite   la  tangente   menée   de   M 

au  premier  est  égale  à  MA,  c'est-à-dire  à  b.   Même  démonstration 

pour  le  point  N'. 

(L.  Randon.) 

Troisième  démonstration  géométrique  (figure  précédente). —  Soit  P  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  0  sur  la  normale  MN;  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  OAiB,oj  passe  par  P;  il 
en  résulte  que  l'angle  BjA^P  =  ONP,  ces  angles  ayant  mêmes  mesures,  et  par  suite  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  PNA,   est  tangent  en  A,  à  MA,,   donc 

MN.MP  =  MÂ\  =  b\ 

ce  qui  démontre  la  proposition  relative  au  point  N.  Même  démonstration  pour  l'autre  point. 

E.  GuEDiiN  dycce  Saint-Louis). 

Autre  démonstration.  —  On  sait  que  la  perpendiculaire  menée  au  milieu  d'une  corde  d'une  ellipse 
rencontre  un  axe  au  point  milieu  du  segment  déleimiiié  sur  le  même  axe  par  les  normales  menées 
aux  extrémités  de  la  corde  considérée.  Il  en  résulte  que  le  milieu  C  de  ON  est  à  égale  dislance  du 
point  M  et  du  sommet  B  ;  par  conséquent 


ce  qui  démontre  la  proposition. 


MC'  -  OC- 


BC^ 


OC 


b\ 


L.  Bassal  (Toulouse). 
M.  G.  TziTZÉicA,  à  Bucarest,  et  M.  E.  Leclintrbc,  à  Toulouse,  ont  également  envoyé  des  solutions  géométriques. 
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88.  —  On  rhav /Je  i'i^^'kOO  de  phosphore  avec  un  excès  d'hydratede  baryte  dissous  dans  l'eau.  Onadmetquil 

9 
ne  se  produit  ni  hydrogène  libre,  ni  acide  phosphotique  et  que  le  gaz  dégagé  se  compose  de    ^â    ^^  phosphure 

d'hydrogène  gazeux  et  de    —    de  vapeurs  d'hydrogène  phosphore  liquide.  Après  dissolution  du  phosphore,  le 
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liquide  est  traité  j^ar  un  courant  d acide  carbonique  en  excès  et  filtré.  A  cette  dissolution  on  ajoute  de  l'acide 
sulfurique  dilué  tant  quil  se  forme  un  pi'écipité;  on  filtre  de  nouveau,  on  lave  et  on  sèche  le  précipité.  Dans  la 
dernière  liqueur  filtrée  on  fait  passer  un  courant  de  chlore  en  excès,  puis  on  évapore  et  on  calcine  en  s'arrétant 
avant  la  volatilisation  du  produit  solide. 

On  demande  : 

/°  Le  poids  du  précipité  donné  par  l'acide  sulfutique; 

2°  La  nature  et  le  poids  du  produit  contenu  dans  le  liquide  séparé  de  ce  précipité  ; 

5"  Le  poids  de  chlore  utilisé  par  cette  dissolution; 

4°  La  nature  et  le  poids  du  produit  obtenu  après  évaporation  et  calcination. 

On  donne  l'équivalent  du  baryum  :  Ba  —  G8,5. 

(Concours  général  de  ISO  t./ 

Les  formules  de  la  première  réaction  sont  les  suivantes  : 

8Ph  -f-  3BaO  +  9H^0  =  3(Ph''0*H*Ba)  +  2PliH', 

6Ph  +  2BaO  +  6H^0  =  2(Ph*0*H*Ba)  +  Pli^H*. 

Ces  formules  étant  établies  en  atomes,  PhH^  et  Ph'^H*  correspondent  au  mémo  volume  de  vapeur. 
Comme  il  se  produit  neuf  fois  plus  de  PhH^  que  de  PhH'*,  il  faudra  prendre  neuf  fois  les  quantités  de 
corps  établies  dans  la  première  réaction  et  deux  fois  les  quantités  nécessaires  à  la  seconde. 

Il  faudra  donc  prendre  84Ph,  et  on  obtiendra 

3i(Ph»0<H*Ba). 

Le  courant  d'acide  carbonique  précipitera  l'excès  de  baryte  et  il  ne  restera  dans  la  liqueur  que  de 
l'hypophospliite  de  baryte,  que  l'acide  sulfurique  décompose  en  acide  hypophosphoreux  cl  sulfate  de 
baryte  insoluble.  Le  précipité  de  sulfate  de  baryte  SO*Ba  a  un  poids  ([ue  l'ou  déterminera  facilement 
en  remarquant  qu'il  contient  toute  la  baryte  de  l'hypophospliite. 

84  atomes  de  Ph  donnent  donc    31  atomes  SO'Ba  ; 
8i  X  3l«'-  de  Ph  —  31  X  SSS'-"  SO'Ba. 

31    /  233  V  12  400-' 
Donc  les  12«%400  de  Ph  donneront         "^  s/  -    :/l     SO^Ba  =  3is'/t     SO'Ba. 

Le  courant  de  chlore  en  excès  agissant  comme  oxydant,  transforme  l'acide  hypophosphoreux  en 
acide  phosphorique,  et  la  calcination  fait  passer  ce  dernier  à  l'état  d'acide  métaphosphorique,  PhO'H  . 

Pour  trouver  son  poids,  remarquons  qu'il  contient  tout  le  phosphore  de  l'hypophosphile  de  baryte. 

Donc  en  employant    8i  atomes  de  Ph,  on  obtient  Ql  molécules  de  PhO"'H  ; 
Si  X  31^''-  de  Ph   donnent    02  x  80^''-     de    PhO^H, 
et  par  suite  les  12''"i'  de  Ph  donneront  un  poids  d'acide  métaphosphorique  égal  à 

62  X  80  X  12,4 


srrammcs  =  238''G. 
84  X  31         ^ 

C.  DuPEiuiAY,  Élève  à  l'École  Qormalo  supérieure. 


159.  —  On  a  proposé,  pour  comparer  les  valeurs  de  l'accélératio'i  de  la  pesanteur  d ms  les  di/fcrenls 
lieux  du  globe,  l'emploi  d'un  baromètre  à  siphon,  ('e  siphon  serait  à  branches  bien  eyliiulriqiies,  et  la  petite 
branche,  renfermant  un  gaz  sec,  aurait  été  fermée  à  ta  lampe.  Les  rariation^  de  s^  se  déduiraient  des  varia  liotis 
du  niveau  du  mercure  dans  la  petite  branche.  On  demande  d'établir  la  formule  : 

/"  Dans  le  cas  où  l'instrument  serm't  toujours  ramené  à  une  It-nipérature  e-)nst(inte; 

2"  l)a)r<  le  cas  oii  l'observation  serait  faite  à  une  temperatu)-e  (jueleonque; 


i:>s 
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;i"  Dans  /(■  cas  où,  au  lieu  d'un  ijaz,  on  auniit  t  iifc/-nié  ddns  lu  jteUtc  branche  une  vapeur  en  contact  avec 

un  excès  du  liquide  yénérateur. 

(CuncouiS  (jcnéi'ul  de  l8'Ji.) 

l*"  DésiEfDons  par  h  la  distaucc  du  sommet  de  la  petite  branche  au  niveau  du  mercure  dans  celte 
branche  et  par   H   la  diilcrence  de  niveau  dans  les  deux  branches.  Soit   o   la  densité  (?Hrtssc' de  l'unité 
do  volume)  du  mercure  à  la  température  constante  à  laquelle  on  opère. 

Appliquons  la  loi  de  Mariette  au  volume  de  i^az  compris  dans  la  petite  branche  :  soit  P 

la  pression  de  ce  gaz  :  Vh  —  (Jonst., 

D'ailleurs  celte  pression     P  —  Ho</,    g  étant  l'accélération  de  la  pesanteur  au  point 
considéré:  on  a  donc  Yihog  —  C'^  (1) 

Cela  étant,  transportons  l'appareil  dans  un  autre  lieu  ou  l'accélération  de  la  pesanteur 


iH 


k 


j       sera    g'  :  on  aura  H'h'og'  ~  C'% 

H'  et  h'   étant  les  nouvelles  valeurs  de    H  et  //,   D'ailleurs  on  a 

2(7?'  -  />)  =  H'  -  H,       d'où      H'  --  H  +  2(.V  -  h) 
(en  supposant  les  deux  branches  de  même  diamètre). 
Des  équations  (1)  et  (2i  on  tire  H7/'j/'  ==:  Uhg, 

H/i  „  h 


(2) 


9 


r/HiTF 


R'h'       ■'"  h'[YL  +  ^l{h'  -  hj\ 

On  voit  donc  que  si  en  a  mesuré  en  un  joint  l'intensité  g  de  la  pesanteur  par  une  autre  méthode, 
et  les  quantités  H  et  h  correspondantes,  il  suffira  ])0ur  avoir  cetle  intensité  en  un  point  quelconque, 
de  mesurer  h'. 

La    sensibilité  de  l'instrument  sera  d'autant  plus  grande  que  pour  une  valeur  donnée  de  h'  le 

rapport     —    sera  plus  voisin  de  l'unité. 
9 
i"  Supposons  que  l'observation  se  fasse  ù  une  tompéfalure  quelconque   l:   appliquons  la  loi  de 
Gay-Lussac  au  gaz  de  la  petite  branche  :  soit  P  la  pression  : 

Vh 


1  H-  y.t 


=  C". 


D'ailleurs  cette  pression     P  —  H 


1   4-  a/'" 

(X   étant  le  coefficient  de  dilatation  du  mercure. 

mig 


Un  a  donc 


G'^ 


(1  +  at}[;\  +  <j.l) 

Supposons  maintenant  qu'on  transporte  l'instrument   dans  un   autre   lieu  oîi  l'intensité  de  la 
pesanteur  sera   g'\    soit  H',  h'   les  quantités  correspondantes  à    H  et  h,   t'  la  température. 

Wh'Zg 


On  aura 


On  a  donc 


(1  +  %t}i\  +  ^t) 
[H  +  2(/t'  -  h)\h'lg' 


=  C'% 


(1  -+-  «/')(!  +  y.l') 
EhZg  [H  4-  2(/i'  -  h)\h'^' 


d'oU 


(1  +    a/ 1(1   -1-  ut) 
H/i 


9 


(1  -I-  «/';(!  +  u.t') 

(1    4-    OLt')(\    +    iJ.1') 


[H  4-  -2(/t'  -  h)]h'        (1  4-  aO(l   4-  1^-0 
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3°  Supposons  qu'on  ait  enfermé  dans  la  petite  branche  une  vapeur  en  contact  avec  un  excès  du 
liquide  générateur.  Soit  Fj  la  tension  maximum  de  cette  vapeur  à  la  température  de  l'expérience. 
Écrivons  que  cette  pression  fait  équilibre  à  la  colonne  de  mercure 


F,  =  H 


y- 


1    +   u.t 

Si  on  fait  une  observation  dans  un  autre  lieu  à  la  môme  température,  ou  aura 

F,  =.  H'       ' 


1  +  p.« 
En  retranchant  ces  deux  équations,  membre  à  membre,  on  obtient 


%  -  H'f/'  :^  0,        y'  ^  g—' 


H 


9^9 


H 


H  +  t{h'  -  h) 


G.  DuPERRAY,  élève  à  l'école  normale  supérieure. 
(1"  prix  au  concours  général.) 


175.  —  Quelle  est,  en  colonne  d'eau,  la  pression  à  l'inlérieu?'  d'une  bulle  de  savon  de  4  centimètres  de 

diamètre,  la  constante  capillaire  (ou  tension  superficielle )  du  liquide  qui  constitue  la  bulle  étant  7o  en  unités 

Centimèlre-Gramme-Seconde  ? 

(Ecole  normale,  concours  de  1S9i.) 

La  bulle  de  savon  est  formée  d'une  masse  d'air  entourée  d'une  couche  liquide  sphérique  qui 

présente  deux  surfaces  libres   S,  S'  l'une  extérieure,  l'autre  intérieure.  Si  nous  passons  d'un  point 

extéiieur   A  à  un  point  B  dans  la  couche  liquide,  nous  traversons  la  surface  S. 

A  2F 

Donc,  d'après  la  formule  de  Laplace,  la  pression  augmente  do    -— ,  F  étant  la  ten- 

K 

sion  superficielle  et  R  le  rayon  de  la  surface  sphérique  S.  Si  l'o:!  passe  de  B  eu 
C,  on  traverse  la  surface  S'  et  la  pression  augmente  encore  de  —  (car  les  rayons 
des  surfaces  sphériques  S,  S'  sont  sensiblement  égaux).  La  pression  à  l'intérieur  de 


4F 


4x73 


la  bulle  de  savon  surpasse  donc  la  pression  extérieure  do  -5-  ,  c'est-à-dire 

Cette  pression  est  évaluée  en  dynes  par  unité  do  surface,  c'est-à-dire  par  centimètre  carré.  Pour 

1 

l'évaluer  en  gramme  par  centimètre  carré,  il  faut  la  multiplier  par  jr^rr.    qui  est  la  valeur  d'une  dyne 

en  grammes.  On  obtient  donc 

4  X  7o         1         ^     ... 


Elle  équivaut  donc  tl  une  colonne  d'eau  de  0'='",i3. 


G.  DuPKuuAY,  élève  h  l'école  normale  supérieure. 


M.  Meïnieu,  écolo  Saiul-Sigisberl,  à  Nancy,  avait  envoyé  une  sohilion  exacte  de  la  question  208. 
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CONCOURS  DE    1893  (suite). 


CONCOURS  GÉNÉRAUX  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
Mathématiques.  (Paris  et  déparlements). 

277.  —  On  donne  une  coniiiue  S  cl  un  trianule  ABC  conjugué  par  rapport  à  celle  conique. 

l"  Démontrer  nue,  par  un  point  quolcoïKiue  P  de  S,  passent  quatre  conicjues  circonscrites  au  triangle 
ABC  et  louchant  S  chacune  eu  un  point  autre  (juc  I*. 

2*'  Les  points  où  ces  quatre  coniques  louchent  S  sont  situés  sur  une  conique  Si,  circonscrite  au 
triangle  ABC. 

3"  (Juand  h;  point  P  décrit  la  conique  S,  la  conique  Sj  enveloppe  une  courbe  F  du  quatrième  ordre. 

i''  D'un  point  M  de  la  courbe  T,  on  peut  mener  à  cette  courbe  quatre  tangentes  autres  que  celle  qui 
louche  la  courbe  au  point  M. 

Démontrer  que  les  points  où  ces  quatre  tangentes  touchent  F  sont  sur  une  même  droite  D,  et  trouver 
l'enveloppe  de  la  droite  D  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  T. 

{16  mai,  de  8  h.  i/i  à  o  h.) 
Chimie  (Paris). 

I.  —  Ilydracides  étudiés  dans  le  cours. 

II.  —  278.  On  dissout  Si^r  ^q  brôine  dans  une  solution  concentrée  contenant  16?^  ?  d'hydrate  de 
potasse; 

Le  liquide  porté  à  l'ébullition  et  évaporé  à  sec  donne  un  résidu  que  l'on  pèse. 

Ce  résidu,  calciné  à  une  température  élevée,  dégage  un  gaz  dont  on  mesure  le  volume,  et  laisse  un 
nouveau  résidu  dont  on  détermine  le  poids. 

On  mélanga  le  gaz  recueilli  avec  celui  que  Voix  prépare  eachaulTdut  SS""",  8  d'acide  formique  pur  avec  un 
excès  d'acide  sulfurique  et  on  fait  passer  une  étincelle  dans  le  mélange  gazeux.  Le  résidu  gazeux  est  agité 
avec  une  dissolution  de  potasse  et  le  nouveau  résidu  gazeux  mesuré  sec  est  mélangé  avec  son  volume  de 
chlore  et  exposé  au  soleil.  On  mesure  ensuite  le  volume  du  gaz  et  on  l'agite  avec  10'""^  d'eau. 

On  mesure  le  volume  gazeux  linal. 

On  demande  : 

1°  Le  poids  et  la  composition  de  chacun  des  résidus  solides; 

2"  La  nature  et  le  volume  à  0°  et  sous  760'"'"  des  diverses  masses  gazeuses  obtenues  successivement. 
Le  coefficient  de  solubilité  de  l'acide  carbonique  dans  Peau  est  1.    K  ==  39,    Br  =  80. 

(19  mai,  de  10  h.  à  U  h.  1/i). 

Physique  (Paris). 

\.  —  Détermination  de  la  densité  des  vapeurs. 

II.  —  279.  Deux  lentilles  convergentes,  de  diamètres  2L  et  2L',  sont  placées  à  une  dislance  l'une  de 
l'autre  D  très  grande  par  rapport  à  leurs  distances  focales  /'et  /",  les  axes  en  co'incidence. 

A  une  distance  d  de  la  première  et  concentriquement  à  l'axe,  on  place  un  objet  lumineux  ayant  la  forme 
d'un  disfjue  circulaire  de  rayon  r;  et  de  la  même  manière,  à  une  distance  d'  derrière  la  seconde,  un  petit 
miroir  sphérique  de  diamètre  2m  et  de  dislance  focale  9,  dételle  sorte  que  les  rayons  émanés  de  l'objet, 
ramenés  au  point  de  départ,  don  aent  de  cet  objet,  ou  tout  au  moins  d'une  portion  de  sa  surface,  une  image 
réelle. 

On  demande  : 

1°  Comment  il  faudra  dispnseï  le  d  et  de  d\  de  m  cl  de  9  pour  utiliser  au  mieux  pour  la  formation  de 
l'image,  les  rayons  émanés  de  P,   '     ; 

2'  Quelle  sera  la  grandeur  d      image  de  retour; 

3"  Son  éclat  intrinsèque; 

-i*»  Enfin  quelle  valeur  il  fauf'    •  i  donner  à  L'  pour  avoir  l'image  entière  du  disque  lumineux. 

(23  mai,  de  10  h.  à  i  h.  t/ij. 
♦ 

Le  Rédacteur ■  Gérant  :  H.  VUIBERT. 

PARIS.  —  miRIXERIE  CIIAU.  —  U434-G-93. 


3e  Année.  N"  11.  Août  1893. 
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SUR  CERTAINES  COURBES  DU  QUATRIÈME  ORDRE 

Par  M.  V,  Jamct. 


On  sait  que  la  projection,  conique  ou  cylindrique,  de  la  courbe  commune  à  deux  surfaces  du 
second  degré  est,  en  général,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  deux  points  doubles  (ou  isolés); 
chacun  d'eux  est  la  projection  commune  ù  deux  des  points  d'intersection  des  deux  coniques  suivant 
lesquelles  les  deux  quadriques  sont  coupées  par  un  plan  passant  par  le  point  de  vue  et  par  la  droite 
commune  aux  deux  plans  polaires  du  point  de  vue;  dans  le  cas  de  la  projeciion  cylindrique  ces  deux 
plans  polaires  sont  remplacés  par  les  plans  diamétraux  conjugués  de  la  direction  des  projetantes.  Je 
me  propose  de  démontrer  la  réciproque  de  cette  proposition,  savoir  :  «  Toute  courbe  du  quatrième  ordre, 
ayant  deux  points  doubles,  est,  par  rapport  à  un  point  de  l'espace  choisi  à  volonté,  à  distance  finie  ou  infinie, 
la  projection  conique,  ou  cylindrique,  de  l'intersection  de  deux  quadriques,  que  l'on  peut  faire  varier  d'après 
une  loi  déterminée.  » 

Cherchons  d'abord  l'équation  d'une  telle  couibe  plane.  A  cet  effet  nous  la  rapportons  à  un  triauglo 
dont  deux  sommets  sont  les  points  doubles  donnes:  soit  Z  —  0  l'équation,  en  coordonnées  homogènes, 
de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  et  soient  X  ^  0,  Y  --^  0,  les  équations  des  deux  autres  côtés. 
L'équation  cherchée  a  pour  premier  membre  un  polynôme  du  quatrième  degré,  homogène,  en  X,  Y,  Z, 
et  tel  que  si  l'on  y  fait  X  =  0,  ou  Y  =  0,  on  trouve  une  équation  dont  le  premier  membre  est  tlivisiblo 
par  Z*.   Donc  l'équation  cherchée  est  de  la  forme 

ZHI  +  XY.V  ^  0. 

U,  V,   désignant  deux  polynômes  homogènes,  du  second  degré.  Mais  dans  riiypolhèsc  ou   Z  =  0. 

cette  équation  doit  se  réduire  à 

X^Y*  =.  0. 

Donc  V  =E  aXY  -h  f>ZX  +  yYZ  ^  oZ^ 

et  l'équation  cherchée  est  celle-ci: 

Zni  4-  XY(aXY  +pZX  -h  yYZ  +oZ*)  =  0. 

Mais  on  peut  la  simplifier,  en  dirigeant  convcuablonieut  les  dou.\  eûtes  X.  Y  du  Inangle  Je 
référence.  En  effet,  posons  : 

X  =  X'-Xz,  Y-.V-iz; 

le  polynôme    II    no  cessera  pas  d'être  quadiati(iuo  en    \',    Y',    Z,    et   d'autre  part,  nous  trouverons 
aXY  +  pZX  +  yYZ  +  8Z«  =  a  iïx  -+-  '  zVy    (    '^z\  +  (-  -  ^)Z'^ 
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et  ré(iuatiou  do  la  courbe  devieucira 

.z...(x..-£,z=)(r.-^.).(.-^)z=(.-Xz)(v.-|.).o, 

ot,  en  ilésignant  par   P    un  nouveau  polynôme  quadratique  en   X',  Y,'  Z, 

P.Z«  +  aX'^Y'''  =  0. 
Finalement,  l'cquation  cherchée  pourra  èlro  mise  sous  la  forme 

X«Y»  =  QZ\  (1) 

Q  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  d'une  conique.  Gela  posé,  dans  les  polynômes, 
X,  Y,  Z,  Q,  remplaçons  x  par  a^o^  —  -o^.  !/  ?^^'  ^o-  —  ^o!/'  -  P^^r  ^  —  -01  et  dans  l'équation 
transformée,  regardons  x^,  y^,  Zq  comme  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  fixe,  x,  y,  z 
comme  les  coordonnées  d'un  point  mobile  sur  une  surface.  L'équation  transformée  représentera  la 
surface  conique  ayant  pour  sommet  le  point  x^,,  //„,  z^^.  et  pour  base  la  courbe  donnée.  Désignant 
par  Xj,  Yj.  Zj.  Q^,  ce  que  deviennent  les  polynômes  ci-dessus  après  la  transformation,  par  U  un 
polynôme  liuéaire  quelconque  en  x,  y,  z,  on  voit  (jne  l'équation  de  la  surface  conique  ci-dessus 
peut  élre  considérée  comme  résultant  de  l'élimination  de   U    entre  les  deux  équations 

XX  -  Z5U,  Q,  -  U% 

lesquelles  représentent  deux  quadriques.  dont  l'intersection  est  située  sur  notre  surface  conique. 

Pour  traiter  le  j.roblème  concernant  la  projection  cylindrique  (projection  orthogonale  ou  perspec- 
tive cavalière),  il  suflirait  de  regarder  l'équation  (1)  sans  autre  transformation,  comme  représentant  un 
cylindre,  dont  les  géuératrices  seraient  parallèles  à  l'axe  des  z.  Ce  cylindre  passera  par  la  ligne 
commune  aux  surfaces  définies  par  les  équations 

XY  --=  ZU,  Q  =  U^ 
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litanl  donnés  une  cubique  et  un  point  P,  ou  mène  de  ce  point  les  six  tangentes  à  ta  cubique,  qui  la 
coupent  en  six  points  a,  b,  c,  d,  e,  f  autres  que  les  points  de  contact.  On  sait  que  ces  derniers  sont  sur  la 
conique  (C)  polaire  du  point  P  :  les  six  points  a,  b,  c,  d,  e,  f  sont  sur  une  autre  conique  (C)  bitangente  à  (G), 
la  corde  des  contacts  étant  l'axe  harmonique  du  point    P. 

En  effet,  soit  /'(x,  y,  z)  —  0  l'équation  delà  cubique.  {Xq,  //„,  ^0)  seront  les  coordonnées  du 
point  P,    (X,  Y,  Z)    celles  d'un  point  de  contact,  et    {x,  y,  z)    celles  d'un  point  tel  que  a;    on  a 

X        _       Y        _        Z 

Xo  +  i^^     yo  -^  i^y     -0  +  v-^ 

Formons  l'équation  aux   ;/.   des  points  de  rencontre  avec  la  cubique 

/■(Xo  4-  [jjc,  yo  4-  [j.y,  z^  -+-  (X3)  ^  /\x„  y^,  z^)  +  y-D  +  j-^  G  +  [>.^  f{x,  y,  z)  =  0.         (1) 


/      d  <)  d  \   , 

En  posant  D  =  [x ^  y ^-  -^  -;— )  /> 

^  \     c)x„       -^  dy,  àzj 


C  =  [x h  y Ha-—)    f 

\    àxo       ''  ày^  àzJ 

les  équations    D  =  0  ,     G  =  0     représentent  respectivement  l'axe  harmo- 


nique et  la  conifjue  polaire  du  point   P. 
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Exprimons  que  l'équation  (1)  en   [x   a  une  racine  double  ;  or,  pour  l'équation 

au.'  +  'Sb[j.^  -I-  3ca  -h  d  —  0, 
la  condition  est 

(ad  -  bcf  -  i(ac  -  b%bd  -  c»)  =  0; 
appliquons  à  (1),  il  vient 


(^'■«-^y-fir^-rxf-i;)-- 


(2) 


Coupons  par  la  cubique    /"  =  0;     il  reste 

C«(2/-oC  -  D^j  =  0.  (8) 

Or  les  points  fournis  par    C*  =  0    sont  les  points  de  tangence  :  les  six  autres  points  sont  donc 
sur  une  autre  conique  G'  d'équation 

^/;g  -  d^  -  0, 

c'est-à-dire  bitangente  à  C,    D   étant  la  corde  de  contact  :  la  propriété  se  trouve  établie. 

Ch.  Faroux,  élève  à  l'École  polytechnique. 

Les  Nouvelles  AniuUes  ont  publié  dans  les  numéros  de  janvier  et  lévrier  derniers  des  solulious  variées  du 
problème  suivant  : 

Construire  une  parabole  connaissant  un  point  A,   le  centre  de  courbure  il  en  ce  point  et  la  direction  des 
diamètres. 

Voici  une  solution  qui  me  parait  très  simple. 


On  projette   il   en   B   sur  le  diamètre  passant  par  A,   puis  B   on   C   sur  i2A.   C   est  un  i)oiut  de 

12  A 
l'axe.  Ensuite  prolongeons   QA  vers   A   d'une  longueur    AD—    —,     D  est  un  point  Je  la  directrice: 

on  a  ainsi  immédiatement  l'axe  et  la  directrice.  Ch.  F. 
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233.  —  Etudier  la  série  dont  le  terme  général  est 


En  posant  m„ 


(X  -t-  l)(x  -+-  2)  .  . .  (X  -h  ni 
n\ 


on  a 


{x  +  l)U'  4-  4)  ...  (j;  -hn)' 

Un+l  n  +    l  1 

Un  X  -^-  n  ^-   l  ,  X 


n  -+-   I 


On  voit  ainsi  que  si  x  est  négatif,  il  arrive  un  moment  où  le  rapport  — ^  ilcvienl  et  reste  supérieur 

à  l'unité;  la  série  est  donc  divergente. 

Si   X  est  positif,  ou  peut  appliquer  la  iè|;le  do  Duhamol  : 


/    Hn  ,\  X 

n  { l         n j 

La  limite  du  second  membre  est  x. 


It.i 
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Donc,  si    .r  ^    I.    la  série  est  convergente;  si   .r  <  I,    la  série  est  divergente.  Dans  le  cas  parti- 
culier où  .r  =  1,   la  série  proposée  est  la  série  harmonique,  elle  est  divergente. 

En  résumé,  si  —   oc  <  x  :^  1,    la  série  est  divergente;  si  .r  >  1,  elle  est  convergente. 

Paul  Faoks,  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

Solutions  ana'ojrues  |vir  :  MM.  A.  Hailly,  lycde  de  Dijon;  L.  Bassai.,  lycée  do  Toulouse  ;  Paul  liKr.uu,  lycée  do  Marseille;  II.  I.ebbsoub,  jyc^e 
Sainl-Loiiis;  Meïnikr  (Nancy):  Henri  I'ellissier,  lycée  Ampère,  à  Lyon  ;  G.  PoiiLUiAiiT,  lyctie  de  Clermont. 


M.  AuDicKUT,  ù  Alarscille,  a  on  outre  établi  qu'on  avait 


S„  = 


1 


X  -  I 


l  - 


(n  +  n! 


;i) 


{x  4-  l;(.x'  +  2)  . . .  (.X  +  n)_ 

Mais  sa  démonstration  repose  sur  des  considéralions  qui  ne  sauraient  trouver  place  ici. 
Nous  al'ons  élablir  cetle  formule  par  un  procédé  plus  simple. 
Ajoutons  l'unilé  à  la  somme  des   n   premiers  ternies  et  divisons  le  résultat  par  x;  on  peut  écrire 

1  +  S„       1  i  2  ni 


X  X       x{x  -h  \)       X  [x  +  \  ){x  +  "î)        '  '  '  x{x  -h  i)  . . .  {X  -r-  n) 

Si  l'on  décompose  le  dernier  terme  en  cléments  simples,  on  trouve  aisément 


n\ 


\ 


c: 


c,: 


...  (-  ir 


c;; 


(2) 


(3) 


x{x  -h  \)  ...  {X  -h  n)       X       .X  +  1       X  +  ^2.  '        '    X  +  n 

Cette  formule  résulte  aussi  de  ce  que  le  premier  membre  représente  la  différence  d'ordre  n    des 

1 

X  4-  n 


•         1         1 

H  +  1  quantités   -  » 


c    X  +  \. 
Cela  posé,   remplarons  chaque    terme   du   second   membre  de  la  formule   (2)  par  un  dévclo})- 

1 

pemeut  analogue  et  ajoutons.  Le  coenicienl  de sera  (—  1)''   C,;  +  C^j^i  -t- 

X  -{-  le 

(_  I  |k  Cj.t'i,  eu  vertu  d'une  propriété  bien  connue  du  triangle  de  Pascal. 


CÎ;1,  c'est-à-dire 


On  aura  alors 


\     -H    S„  C„  +  |  C„-L|  C'n+l  ,  ,>         C„^| 


X  +  {       x  +  4 


..(-  1)" 


X  -h  n 

l         11 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  appliquant  la  formule  (3)  aux  n  h-  2  quantités rt  —  » 

OC   "•"    i      oc     X  "T"    i 

1  -f-  ?„  1  (n  4-  1)1 


X  -\-  n 


d'nîi  Von  tire 


S,. 


1 


C'est  la  relation  annoncée. 
Si   a;  >  1,  la  quantité 


1        {x  —  i),r  {X  -h  \)  . . .  {x  -\-  n) 

(n    h  1  ! ■ 

iX  +  \){L  -\-  "2)  . .  .  (x  +  //)_ 


(Il  4-  1)! 


est  le  terme  i^énéral  d'une  série  convergente, 

{X  +  I)(.i'  4-  2)  .  . .  {X  4-  n) 

analogue  à  la  série  proposée,  cette  quantité  a  donc  pour  limite  zéro  quand  ?j  augmente  indéfiniment, 

et  S„  a  pour  limite   .  • 

'  X  —  \ 
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CtEometrie  analytique 


219.  —  On  donne  l'ellipae  (E)  aj/anl  pour  axes  2a  et  2b.  On  mène  la  tangente  en  un  point  M  de  celte 
ellipse  et  l'on  détermine  le  point  P  où  elle  rencontre  le  rayon  de  Icllipse  qui  est  perpendiculaire  à  OM, 
0  étant  le  centre  de  l'ellipse.  On  mène  ensuite  à  l'ellipe  une  tanr/ente  dont  la  direction  est  conjuguée  de  OM 
par  rapport  aux  axes.  Celle  tangente  rencontre  la  précédente  en  un  point  Q  et  le  rayon  OM  en  un  point  R. 
Trouver  les  lieux  des  points   P,  Q,  R  quand  M  parcourt  l'ellipse  (E). 


Soit 


x^       y 
ô^       !)■' 


l  =  0 


l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes,  et  désigrioas  par  x' ,  y'  les  coordonnées  d'un  point  M  de 

cette  courbe.  On  aura  la  relation 

x"^       y"' 


1-0.  (1) 

La  tangente  en  ce  point  et  la  perpendiculaire  au  rayon   OH    ont  respectivement  pour  équations 

(3) 


^^     yy      i     A 

a^         b'- 


xx'  +  yy'  —  0. 

En  éliminant  x    et  y'  entre  ces  trois  équations,  on  aura  le  lieu  du  point  P. 
Dos  équations  (2)  et  (3)  on  déduit 


et  en  remplaçant  dans  (1),  on  obtient 

c'x^y''  -  a''b^{a''x^  +  b^y"")  ^  0. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  quatrième  degré  symétrique  par  rapport  aux  axes.    Ou  peut  la 
construire  aisément  en  résolvant  par  rapport  à  ?/*;  elle  admet  quaire  asymptotes 


b'a 


X  ^-   ± 


a'b 


C'est  une  Kreuzcurve, 

La   direction  conjuguée  de  OM  par  rapport  aux  axes  a  pour  coeilicicnt  angulaire 
tangente  parallèle  à  cette  direction  aura  pour  équation 

?/' 


y  = 


c  V        x' 


l>\ 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation  (  l), 

ij.v'  4-  Xji'  —  lab  —  0,  (i) 

où     z  -----  ±  1. 

En  éliminant  ./•'  ot  //'  entre  (1),  (2)  et  (i),  on  aura  le 
lieu  du  point  Q. 

Or  les  équations  ["2)  et  ( i)  peuvent  s'écrire 

h'Kv.v'  +  a^yy'  —  <i^b-        0, 
—  tab{y.v'  ■+■  .ri/')  -i-  a'b'^     ■  0. 
Eu  les  ajoutant  membre  à  nieinlire.  on  a 

bx\bx  —  zay)  +  ay'{ay  —  tbx)  — -  0, 
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ou  {hx'  —  eaii'){bx  —  eay)  =  0. 

Co  qui  nionlrc  que  le  lieu  du  point  Q  se  compose  des  deux  droites 

bx  ±:  ay  =  0, 
f'ost-à-diio  dos  diagouales  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  l'ellipse. 

Dans  lt>  cas  oh  bx'  —  my'  —  0, 

c'est-à-dire  si  le  point  M  est  rextrcniité  d'un  ilos  diamètres  conjugués  égaux,  les  équations  (2)  et  (4) 

représentent   la  même  droite,  ainsi  qu'on  s'en  assure  géométriquement.  On  peut  donc  considérer 

comme  faisant  partie  du  lieu  les  tangentes  à  l'ellipse  aux  extrémités  des  diamètres  conjugués  égaux. 

Enfin,  pour  avoir  le  lieu  du  point  R,  on  éliminera  x'  et  y'  entre  les  équations  (1),  (4)  et  l'équation 

yx'  —  xy'  =  0  (5) 

qui  représente  la  droite  OM. 

De  (4)  et  (5)  on  tire 

x'  = 

et  en  portant  ilans  la  relation  (1)  on  a 

-^ 

équation  d'une  Kreu:curve  qui  admet  pour  asymptotes  les  droites    x  —  ±:  - 1     y  —  ±  -- 

E.-N.   Barisien. 

Onl  résolu  la  même  question  :  MM.  A.  Audouin;  A.  Baillv,  lycée  de  Dijon  ;  Charles  Braillion,  lycée  d'Amiens;  Félix  Uutbcii,  lycée  de  Toulouse; 
H.r.AUR^T;  K.  Leouintrec,  lycée  de  Toulouse;  AUrmion,  lycée  de  Moulins;  C.  Hu';  J.  Vandiek,  soldat  au  1 1.',"«  d'infanterie,  Saint-Maixent. 


tab 

eab 

r»  "^  4«2 

-1=0, 

231.  —  lUant  donnée  une  cubique  à  point  double,  on  lui  mène  les  deux  tangentes  parallèles  à  une 
asymptote.  Soient  M,  M'  les  points  de  contact.  Les  droites  joignant  le  point  double  à  ces  deux  points 
rencontrent  l'asymptote  en  m  et  m'.  Démontrer  que  la  cubique  rencontre  son  asymptote  en  un  point  qui  est 
te  milieu  de  mm'.  —  Généraliser. 

Prenons  le  point  double  0  pour  origine,  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  l'asymptote  considérée, 
l'axe  des  y  étant  quelconque.  L'équation  de  la  cubique  est 

f(x,  y)  -  y{ax^  -t-  bxy  ■+-  cy^)  -+-  ix"^  +  ^xy  -+-  yy*  ^  ^'  ('') 

L'asymp'ote  a  pour  équation  ay  +  a  =  0, 

et  l'abscisse  de  son  point  de  rencontre  avec  la  cubique  est 

a (ca  —  Ov) 
a{b'x  —  ap) 
Les  points    M  et  M'  sont  à  l'intersection  de  la  cubique  et  de  la  première  polaire  relative  au  point 
à  l'infini  sur   Ox,  laquelle  a  pour  équation 

f,{x,  y)  =  y  (2ax  +  by)  +  {itx  -h  f.y)  -  0.  (2)      . 

Ou  aura  l'équalioa  de  l'ensemble  des  droites   OM  et  OM'  en  rendant  ho-nogèncs  les  équations 
(1)  et  (2),  puis  eu  éliuiinaut  la  variable  d'homogénéité  entre  ces  équations. 
On  a  alors  successivement 

(ax*  +  bxy  +  cy*)(2xa;  +  fi//)  —  (ax*  +  Ç>xy  -f-  yy''}{^lax  +  by)  =  0, 
(6a  -  a3).r«  +  2(ca  -  a^)xy  -f-  (c;3  -  iy)»/»  -  0, 
après  avoir  supprimé  le  facteur  //*    qui  correspond  à  l'asymptote. 
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Coupons  ces  droites  par  l'asymptote;  la  somme  des  abscisses  des  points  de  rencontre  est 

2a  (ca  —  ay)  _ 
a (6a  —  ap) ' 
elle  est  égale  au  double  de  l'abscisse  du  point  de  rencontre  de  l'asymptote  et  de  la  courbe;  le  théorème 
est  démontré. 

En  faisant  une  transformation  homographique  quelconque,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant: 

Étant  donnée  une  cubique  à  point  double,  on  lui  mène  les  deux  tangentes  par  un  point  A  de  la  courbe  : 

soient  M,  M'  les  points  de  contact.  Les  droites  joignant  le  point  double  à  ces  deux  points  rencontrent  la 

tangente  à  la  cubique  au  point  k  en  m  et  m'.  Le  point  de  rencontre  de  la  cubique  et  de  la  tangente  en  A  es/ 

le  conjugué  harmonique  du  point  A  par  rapport  à  m  et  ni'. 

(Henri  Pellissier,  lycée  Ampère,  à  Lyon.  ) 

Solutions  semblables  par  MM.  1".  Goujon  ;  M.  Meynibb,  école  Sainl-Sigisbert,  à  Nancy  ;  J.  Vandikr,  soldat  au  ni»  de  ligne  à  Saint-Maixent. 

Généralisation.  —  Éta7it  donnée  une  courbe  du  n"  degré  admettant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  1, 
on  lui  mène  les  tangentes  (en  nombre  2n  —  4)  parallèles  à  une  asymptote.  Les  droites  qui  joignent  le  point 
multiple  aux  points  de  contact  renconti^eni  V asymptote  en  des  points  dont  le  centre  des  moyennes  distances 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  rencontre  de  l'asymptote  et  de  la  courbe. 

Prenons  le  point  multiple   0   pour  origine  et  pour  axe  dos  x  une  parallèle   à    l'asymptote. 
L'équation  de  la  courbe  est 

f{x,  y)  =  y(aa;"-i  +  bx^-h/  +  cx^-'Y  +  .  . .  )  +  ax"-'  -h  Hx"--y  +  yx"-Y  +   ...  =0. 
L'asymptote  a  pour  équation    ay  +  y.  =  0,     et  l'équation  aux  abscisses  d'intersection  des  points 
de  rencontre  de  cette  asymptote  et  de  la  courbe  est 

x"-\b%  —  a\i)  ~  JD"-^  -  {ex  —  ay)  +  .  .  .  =  0. 

L'abscisse  du  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points  sera  donc 

a(ca  —  ay) 
^'^  "  a[bx  —  a^){n  —  -2j  ' 
L'équation   de  l'ensemble  des  droites  joignant  l'origine  aux  points   do  contact  dos    tangentes 
parallèles  à  Ox  s'obtient  en  éliminant  x  entre  les  équations     f(x,  y)  =  0    et    /"^(r.  //)  =  0. 

On  trouve  ainsi 
(aa;"-'+  bx'^'hj  +  cx''-hf  +  ...)[{n  -  l)ïir"-2  +  (n  -  2)pjî'-3y  +  (n  -  Sjyx'-y  4-  ...] 

_  (aa;"-'  +  ^x-'-hj  +  ya;"-^  ^  +..)[;«  -  \)ax''--  +  {n  —  2)6.r"-3//  ^  (,,  _  3)(t^r"-y  -+-...)  ^  0 
ou  (6a  -  rtp)a;'-"-*  +  2(ca  -  ap)«^"-"(/  +  ...  =0. 

Les  abscisses  dos  points  do  rencontre  do  ces  droites  avec  l'asymptote  sont  données  par 

(6a  -  «^)x2"-*  -  2  "  (ca-  a<^)x-"-''  + . . .  r=  0  ; 

par  suite  le  contre  des  moycnnos  distances  de  ces  points  est 


2a(ca  -  gjS)  _ 

^'  ~  a(6a  -  ar^Xhi  -  4)   ~  ''^'• 


("i.  ni.oc.ii,  lyct^o  lie  Dijon. 


Skcondk  solution.  —  Nous  allons  établir  le  théorème»  pour  la  ruhiiiuo  td  qu'il  a  été  énoncée  la  lui 
do  la  première  solution. 

Désignons  par  N  le  point  de  ronconttodo  la  cnl)i(iu(>  ot  d<'  la  taugtMito  au  point  A.  Nous  prondrons 
})our  triangle  de  rél'éronco  \v  triangle!  AON.  La  cubiejur  mua  pour  éiiuation 


M.  8 
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(U'f  -+-  :.{bx-'  -h  tcxy  +  dif)  =  0. 
I.a  pnMiiiôro  polaire  tlu  point  A     {//  -  0,     3  —  0)     aura  pour  tMjuation 

oif-  +  2z{bx  H-  cy)    -  0; 
on  éliminant  z  enUo  ces  deux  éiinations,  on  obtient  réquation 

bx-  -  dif'  =z  0, 

qui  représente  les  tlroites  OM  et  OM',  et  l'on  voit  ainsi  (juc  ces  droites  sont  conjuguées  liarmoni(|ues 

par  rapport  à    OA  et  ON. 

A.  Marmion,  lycée  de  Moulins-,  L.-P.  Kando.n. 

Solution  oéométuique.  —  Menons  une  parallèle  à  l'asymptote  :  elle  rencontre  la  cubique  en  deux 

points  H  et  K  ;  les  droites  OH  et  OK  engendrent  deux  faisceaux  homograpbiqucs  quand  la  parallèle 

se  déplace,  et  l'on  voit  île  plus  que  les  faisceaux  sont  en  involution;  les  rayons  doubles  de  celte  involution 

sont  les  droites  OM  et  OM';  ces  droites  divisent  harmouiquementOH  et  OK  quelle  que  soit  la  position 

de  la  sécante,  et  quand  cette  sécante  coïncide  avec  l'asymptote,  les  droites   OH  et  OK   deviennent, 

l'une  la  droite  ON,  l'autre  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point  ();  le  point  N  est  donc  le 

milieu  de  mm. 

Paul  Begou;  PKnniN,  à  Lyon. 

Autres  soliilions  géométriques  par  MM.  A.  Auool'in  ;  II.  Ciieronnet,  Condorcet;  Félix  Dltech,  lycée  de  Toulouse;  H.  Lebesoue,  Sainl-Louis; 
F:ugène  Lboi'Intrbc,  lycée  de  Toulouse  ;  1'.  Valot. 


234.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  ABGM  dont  trois  sommets  A,  B,  C  sont  fixes,  le  quatrième  parcourant 
une  droite  A  ; 

/°  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  troisième  diagonale  UV  du  quadrilatère  complet; 
2*  Étant  donné  un  point  P  du  lieu,  construire  le  quadrilatère  correspondant. 

1°  Prenons  pour  axes  AB  et  AC,  désignons  par  a  et  b  les  longueurs  AB  et  AC,  et  soit 

ux  -h  vy  +  îy  =  0, 
l'équation  de  la  droite  A. 

Soient  x\  y'  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  droite;  les  équations  des  droites  BM  et  CM 

sont  respectivement 

y  y'  y  -  b       y'  -  b 

X'     ' 


X  —  a       X  —  a 


X 


coupant  la  première  par  A//  et  la  deuxième  par   kx,   on  a 

les  coortlounées  des  points  V  et  U  d'où  l'on  déduit  celles 

du  point  P, 

ay 


bx' 


X  = 


et        y 


(1) 


2(y'  -  b)  ■"       2(0;'  -  a) 

On  aura  l'équation  du  lieu  en  éliminant  x',  //'  entre 
les  équations  (I)  et  la  suivante  : 

ux'  +  vy'  +  w. 
Ces  équations  peuvent  d'ailleurs  s'écrire 
bx'  +  2.///'  —  26a;  —  0, 
2x'y  -f-  ay'  —  2ay  =  0, 
ux'  +  vy'  -h  îv  =  0, 
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et  le  résultat  de  l'élimination  peut  s'écrire 


b 

2,r 

-  26x- 

%J 

a 

-2o.y 

u 

V 

ÎC 

=  0, 
u  V  ÎC        \ 

ou,  encore,  en  développant, 

Axi/{au  +  bv  +  w)  —  ab{iux  +  'ivy  +  u:   =  0. 

Le  lieu  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  et  qui  passe  par  les  points 
de  rencontre  de  AB  et  de  AG  avec  la  droite  A'  menée  parallèlement  à  A  à  une  distance  moitié  moindre 
de  l'origine  et  du  même  côté. 

Dans  le  cas  particulier  où  ua  +  vb  +  iv  —  0,  c'est-à-dire  quand  A  passe  par  le  quatrième 
sommet  du  parallélogramme  construit  par  AB  et  AG,  le  lieu  se  réduit  à  la  droite  A'. 

2°  Les  milieux  D,  E,  P  des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite.  Le  point  D  décrit  la  droite 
A'.  Si  l'on  se  donne  P,  la  droite  PE  rencontrera  A'  au  point  D,  et  en  tirant  AD  on  aura  le  point  M. 

Eugène  Lequintrec,  lycée  de  Toulouse. 

Solution  géométrique.  —  Quand  le  point  M  décrit  la  droite  A,  les  points  U  et  V  décrivent  sur 
AB  et  AG  des  divisions  homographiques;  il  en  est  de  même  des  points  U'  et  V,  milieux  de  AU  et 
BV  ;  alors  les  droites  U'P  et  V'P  respectivement  parallèles  aux  droites  AG  et  AB  peuvent  être 
considérées  comme  des  rayons  homologues  de  faisceaux  homographiques  dont  les  sommets  sont  à 
l'infini  dans  les  directions  AB  et  AG.  Le  lieu  du  point  P  est  donc  une  hyperbole  dont  les  directions 
asymptotiques  sont  AB  et  AG.  On  aura  les  asymptotes  en  cherchant  dans  chaque  faisceau  le  rayon 
homologue  delà  droite  de  l'infini.  Menons  par  le  point  B  une  parallèle  à  AG  qui  rencontre  A  en  H: 
tirons  GH  qui  rencontre  AB  au  point  K  et  en  menant  KL  parallèle  à  AG,  on  a  une  asymptote  ;  la 
construction  est  analogue  pour  la  deuxième  asymptote. 

Dans  le  cas  où  A  passe  par  le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  AB  et  AG,  le 
point  H  coïncide  avec  ce  sommet,  le  point  K  est  à  l'infini,  la  droite  de  l'infini  se  correspond  à  elle- 
même  dans  les  deux  faisceaux  et  le  lieu  se  réduit  à  une  droite,  c'est  la  droite    A'. 

Ge  résultat  peut  s'établir  fort  simplement,  car  dans  le  cas  particulier  où  nous  sommes  la  droite  A' 
passe  par  les  milieux  do  BG  et  de  AM,  elle  doit  donc  contenir  le  point  P. 

A.   ACDOLIN. 

Ont  eiivoyi'!  des  solulions  iinalyliiiucs  exactes  :  MM.  A  Baili.y,  lycde  de  Dijon;  L.  Bassal,  lycée  de  Toulouse;  C.  Bergman;  Louis  EiwvAT 
insllluleur  :'i  Kspinciial  (Puy-de-Dôme)  ;  Krnest  1-oui:ahd,  lycée  Michelel;  Louis  Gkaux,  lycée  de  Nanles-  K.  (iiEOBN,  lycée  SainlLouis;  J.  Marciial, 
suidai  au  s'.!»  de  li;,'iio,  ;\  Courbevoic;  M.  Mbymich,  école  Sainl-Sigislierl,  à  Nancy  ;  C.  Wavkani.  répélileur,  à  Diaguigùaii . 
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Solution  descriptive. 

280.  —  Ji tant  donne  un  parnbo/oïde  hi/pcrbolitiuc,  on  considi-rc  une  génératrice  recliligne  A  de  celle 
surface  et  la  génératrice  B  du  même  système  (/ui  lui  est  perpendiculaire.  Par  les  points  a,  b  oit  ces  droites 
sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent  deux  génératrices  A',  B'.  Soient  a',  b'  les  {Knnts 
ail  les  deux  droites  A'  et  B'  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune. 

1"  Trouver  le  lieu  des  points  a,  b  et  celui  des  points  a',  b'  quand  A  décrit  le  paraholohle. 

!2"  Trouver  le  lieu  des  points  de  renconlre  des  droites  A  et  B'  ow  A'  et  B. 

3"  Calculer  le  rapport  des  longueurs  ab  et  a'b'  des  perpendiculaires  communes  et  étudier  la  larialion 
de  ces  longueurs. 
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m  \ 

Xh     ^M/        \/ 
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,          \ 
'            \     . 

\ 

!  y' /          a\d 
• 

,</'  B' 

P' 

y     /b' 

^f     / 
p 

1.  —  Lo  plan  vorlical  est  le  plan  langent  au  sommet  (o  du  paraboloïilo.  Le  plan  horizontal  est  le 
plan  parallèK'  à  l'un  clos  plans  direcleurs  et  passant  par  l'axe.  L'autre  plan  directeur  passant  par  l'axe 

est  alors  de  bout.  Soit  PwP,  ce  plan. 
J'achève  la  détermination  du  paraboloïde 
par  la  donnée  du  foyer  de  la  parabole  con- 
tour apparent  du  paraboloïde  sur  le  plan 
horizontal.  Soit  /'ce  foyer  sur  Po).  La  droile 
xy  est  tangente  à  celte  parabole  au  point  w. 
C'est  la  tangente  au  sommet.  Les  droites  xy 
et  V^^ù  sont  deux  génératrices  de  la  surface. 
Cherchons  une  génératrice  quelconque 
parallèle  au  plan  horizontal.  Elle  rencontre 
la  droite  wP,  en  aa',  point  quelconque  de 
cetle  droite.  Il  faut,  pour  avoir  la  projec- 
tion horizontale  de  celle  génératrice,  mener 
par  a  une  langente  à  la  parabole  de  con- 
tour apparent  horizontal.  Pour  cela  je  mène 
par  a  une  perpendiculaire  sur  la  droite  /"a. 
Soit  A.  La  projection  verticale  est  du  reste  A' 
parallèle  à  xy  menée  par  a'. 
La  génératrice  du  même  système  perpendiculaire  à  A-\'  s'obtient  en  menant  /p  perpendiculaire 
sur  /a.  et  par  fi  la  perpendiculaire  à  /[5.  La  ligue  de  rappel  [i  donne  sur  PjO)  le  point  {J ,  d'où  la 
génératrice   BB'. 

Les  deux  droites  (AA'),  (BB')  étant  horizontales,  leur  perpendiculaire  commune  est  la  verticale  a 
du  point  de  rencontre  de  leurs  projections  horizontales,  qui  donne  les  deux  points  aa' ,  bb' .  Je  remarque 
que  la  distance  o/  du  point  aaxy  est  constante  et  égale  à  /'w.  Donc  le  point  a  décrit  la  directrice  de  la 
parabole  considérée.  Le  lieu  des  points  aa',  bb'  est  donc  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan  de  front 
passant  par  cette  directrice. 

Nous  verrons  dans  la  suite  que  ce  plan  n'est  autre  que  le  plan  de  Monge  et  par  suite  le  lieu  eût 
été  le  môme  si  ou  était  parti  de  l'autre  plan  directeur. 

Cherchons  les  deux  autres  génératrices  passant  par  aa'  et  bb'.  Soit  CC  la  génératrice  passant  par 
aa'.  Elle  doit  roneonirer  la  ligne  de  terre  et  la  génératrice  BB'.  Mais  comme  a  est  sur  B,  sa  projection 
horizontale  est  B  elle-même,  et  par  suite  elle  rencontre  la  ligne  de  terre  au  point  p  (,3a'  est  d'ailleurs 
parallèle  à  Pio). 

DD'  passant  par  bb'  s'obtient  de  la  même  façon. 

Cherchons  la  perpendiculaire  commune  à  CC  et  DD'.  Je  remarque  que  les  projections  verticales 
de  ces  deux  droites  sont  parallèles;  par  suite,  la  psrpendiculaire  commune  est  une  droite  de  front 
dont  la  projection  verticale  est  perpendiculaire  à  C  et  à  D'. 

Mais  on  sait  que  toutes  les  droites  de  front  s'appuyant  sur  deux  droites  dont  les  projections 
verticales  sont  parallèles,  passent  en  projection  verticale  par  un  point  fixe.  Cherchons  ce  point  fixe 
dans  le  cas  présent.  C'est  le  point  /  projection  de  a  sur  xy  (en  eflct,  deux  lignes  de  front  particu- 
lières sont  xy  et  la  ligne  de  front  a). 

Par  /  je  mène  donc  une  perpendiculaire  sur  C,  D',  d'oîi  le  point  hh'  pied  d'3  la  perpendiculaire 
commune  sur  CC  Soit  m  le  point  de  rencontre  de  hli'  avec  xy.  Je  dis  que  hm  est  constant. 

On  a  en  ellet  —  =  î—  • 

al         pi 

Mais  on  a  pm  =  ph'  cos  9, 
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6  étant  l'angle  des  deux  plans  directeurs; 

^  COS  0 

et  par  suite  hn  =  al  cos*  0. 

Or,  al  est  constant;  par  suite,  hm  l'est  aussi. 

Donc  le  lieu  des  points  hh'  est  une  hyperbole,  section  du  paraboloïde  par  un  plao  de  front 
perpendiculaire  à  l'axe. 

2.  —  Le  lieu  des  points  a',  b'  est  l'hyperbole  projection  verticale  de  l'hyperbole  de  Monge  déjà 
trouvée.  Elle  admet  comme  asymptotes  les  droites  a;«/etP,oj.  Les  droites  BB',  (JC  se  coupent  au  point  dd'. 
Remarquons  la  construction  du  point  d'.  On  a  mené  par  a'  et  h',  poiuts  de  l'hyperbole,  dos 
parallèles  aux  asymptotes  de  l'hyperbole.  Donc,  quand  a'b'  se  déplace  parallèlement  à  sa  direction, 
le  point  d'  décrit  le  diamètre  conjugué  de  cette  direction  dans  l'hyperbole,  et  par  suite  le  lieu  du  point 
dd'  est  la  section  du  paraboloïde  par  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  verticale. 

La  projection  horizontale  de  celte  courbe  est  précisémeut  la  parabole  de  contour  apparenthorizontal. 
Cette  courbe  est  aussi  la  ligne  de  striction  du  paraboloïde. 

En  opérant  avec  l'autre  plan  directeur  on  obtiendrait  une  deuxième  parabole,  dont  le  plan  serait 
symétrique  du  plan  de  la  première  par  rapport  aux  plans  principaux. 

3.  —  La  longueur  de  la  première  perpendiculaire  commune  est  a'b'  et  celle  de  la  perpendiculaire 
commune  entre  CC,  DD'  est  mesurée  par  la  dislance  des  deux  parallèles  C,  D'.  S)it  a'y'.  Mais  on  a 

a'q' 

-4,  =  COS  0. 
a  b 

Le  rapport  des  plus  courtes  distances  est  donc  constant. 

Étudions  la  variation  de  chacune  des  longueurs.  Il  suffit  d'étudier  celle  de  ab' . 

On  voit  sur  la  figure  que  dans  tous  les  cas  les  points  a'b'  sont  sur  deux  branches  dilieroutfs  de 
l'hyperbole,  carie  point  a  est  toujours  à  gauche  de  x%'  et  à  droite  de  33'.  Par  suite,  la  longueur  a'b'  part 
de  l'infini  quand  p|B'  esta  l'infini,  puis  décroit  jasqu'à  uue  valeur  rainima  (longueur  du  diamètre 
parallèle),  et  repasse  ensuite  par  les  mêmes  valeurs. 

Remarque  sur  la  première  pirlie.  —  A.A'  et  CC  sont  rectangulaires,  car  A.V   est  horizontal   et   la 

projection  horizontale  C  est  perpendiculaire  sur  A.  Il  en  résuit  i  que  le  poiut  aa'   est  sur  l'hyperbole 

de  Monge. 

(Gustave  Plaisant,  lycée  Gharlemaj^ne.) 
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172.  —  Un  poids  P  d'un  certain  corps,  dont  la  température  de  fusion  estT,  est  sur  fondu  à  une  tempt^ra- 
lure  t,  <  T.  On  en  détermine  la  solidi/icalion  par  un  moyen  quelconque.  Connaissant  sa  chaleur  de  fusion  l^ 
à  la  température  T  de  fusion  et  ses  chaleurs  spécifiques  à  l'état  solide  et  à  l'état  liquide  c  et  c,.  trouver  la 
relation  qui  lie  le  poids  p  de  la  portion  solidifiée  à  la  température  t'  et  cette  température  t.  Construire  la 
courbe  représentée  par  cette  relation. 

On  admettra  que  les  chaleurs  spécifiques  c  et  c,  sont  indépendantet  d,'  la  température  :  mais  on  tiendra 
compte  de  ce  que  X  iHvie  avec  la  température. 
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Applicatiou  numérique.  —  .1  <jiu'lU'  température  doit-on  amener  du  p/iospfwre  <n(  de  l'eau  .surfondue 
pour  que  toute  (a  musse  se  solidifie  et  remonte  à  la  température  de  fusion  'V  : 

T  >  c  c, 

Hau:  tf"  7/  0,47  1 

Phosphore:        44'.  2  l.'i  (f./7  0,'^i. 

Désignons  par  p  +  dp  la  masse  solidiliéo  à  la  température  /  -+-  (//;  on  a 

Idp  ^  [cp  +  c,(P  -  p)]dt,  (1) 

X  étant  la  chaleur  de  fusion  à  la  température  t. 

1"  Nous  supposerons  d'abord  qu'on  puisse  supposer  X  —  l^,  c'est-à-dire  que  X  est  indépendant  de 
la  température. 

LÏMjuation  (I  i  s'écrit  alors  :  l^,dp       [cp  +  t'i(P  —  p)]dt 

\  (c  —  Ci)dp  dt 


ou 


c  —  c,    (c  —  C^)p  -I-  6'iF        \q 
Intégrant,  nous  avons  la  relation  cherchée,  à  une  constante  près, 


L .  [(c  -  c,)p  4-  c,Pl  =-  ;^  4-  K.  (2) 


Or,  /,  étant  la  température  où  le  corps  était  en  surfusion,  on  a  pour  cette  température  p  =  0,  d'où 

^      L.c,P  =  ^-'  +  K.  (3) 


c  —  c,  X 

Éliminant  la  constante,  la  relation  cherchée  devient 


i  T  (f-'     —     <^lV     -+-     ^'iP  (•     —     ^\ 


OU  /  —  /,  — 


c  —  t'i  CjP 

X 


c  —  c. 


L   c,v         J 


d'où  l'on  peut  tirer  la  j)roportiun  solidifiée  —' 


Pour  la  température  de  fusion  T,  la  formule  devient 


T-,  =  ^ 


(e  -  c.)    p^  ^ 


c,        P 

Si  nous  voulons  que  tout  le  corps  soit  solidifié  et  remonte  à  la  température  de  fusion  T,  c'est-à- 
dire  si  nous  voulons  /;  =  P,  la  formule  nous  donne  la  valeur  que  doit  avoir  la  surfusion  T  —  /,  : 

T  -  /,  ^ L  .  -  . 

c  —  c^       c, 

Application  numérique  : 

Eau  :  T  -  /,  z=  19»,0'77, 

Phosphore:        T  -  /,  =  13»,7843. 

2°  Supposons  que  la  chaleur  de  fusion  ne  puisse  pas  être  considérée  comme  indépendante  de  la 
température. 

Un  poids  1  du  corps  dégage  en  se  solidifiant  à  /",  X  calories.  Cherchons  X  en  fonction  de  X„. 
Exprimons  dans  ce  but,  de  deux  faeons  différentes,  la  quantité  de  chaleur  mise  en  jeu  quand  un 
poids  1  du  corps  surfondu  à  /"  passe  à  l'état  solide  a   T°. 

a)  Si  nous  supposons  que  celte  masse  se  solidifie  à  /",  puis  remonte  à  T,  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  est  X  —  t'(T  —  /). 

b)  Supposons  que  le  corps  liquide  remonte  d'abord  à  T",  puis  se  solidifie;  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  est  alors     —  CiiT  —  t)  +  \. 
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Comme  dans  les  deux  cas  on  passe  d'un  même  état  initial  à  un  même  état  final,  on  a 

X  -  c(T  -  0  =  ^0  -  c,(T  -  0, 
d'oii  X  c.  Xo  +(c  -  c,)(T  -  t). 

Remplaçant  dans  l'équation  (1)  X  par  cette  valeur,  nous  avons  la  relation 
[\  +  (Ci  —  c)(t  —  T}]dp  —  [cp  -+■  c,(P  —  pydt 
dp  dt 


ou 


(c  -  c,)/}  +  Cl  F  ~  Xo  4-  (c,  -  c){l  -  T) 
Intégrant,  nous  avons  la  relation  cherchée,  à  une  constante  près  : 
1 


—-^  [l.,(c  -  c,)/)  +  c,Pj  +  L.^Xo  4-  (Cl  -  c){l  -  T;]J 


c  —  c\ 
ou  bien,  faisant  rentrer    c  —  c,     dans  la  constante, 

ic  -  c,)p  +  c,P]rx„  +  (ci  -  c){l  -  T)J 

c,PL>„  +  (c,  -  c)(?i  -  T)]  -  K. 


K. 


Pour  ^  —  /,,    />  =  0,  d'où 

On  a  donc  finalement 

[(c  -  c,)p  +  CjPJLXo  -f-  (c,  -  c)[t  -  T)]  ^  CiPiX„  +  (c,  -  c•)(^  -  T)\ 
qui  est  la  relation  demandée  entre  p  et   /,   relation  qui  indique  la  marche  de  la  solidification  en 
fonction  de  la  température.  Elle  représente  une  hyperbole  équilatère,  d'asymptotes 


11 

m 

'W^/ 

?=p 

8 

M. 

». 

p 


CIP 

f,  —  c 


T  - 


Pour  savoir  quelles  sont  les  parties  de  la  courbe  correspondant 
au  phénomène,  il  suffit  de  discuter  la  possibilité  du  phénomène. 

Il  faut  d'abord  évidemment  qu'on  ait    /  <  T     :   toute  la  partie 
de  la  courbe  située  à  droite  de  la  droite     /  =  T    est  doue  à  rejeter. 

De  même  il  faut    /)  <  P     :  toute  la  partie  de  la  courbe  dont  les 
ordonnées  surpassent  P  est  aussi  à  exclure;  il  faut  aussi    p  >  0. 

Il  n'y  a  à  consi  Jérer  [fig.  I)  que  la  partie  de  la  courbe  située  dans 
la  partie  non  hachuiée  du  plan. 
Le  seul  arc  de  l'hyperbole  correspondant  au  phénomène  est  l'arc  partant  du  point  p  ==0,     l  =  /,, 
jusqu'à  son  point  de  rencontre  avec  celle  des  deux  dioiles     /  =  T    ou    p  —  P    qu'il  rencontre  la 
première,  d'oîi  les  trois  cas  suivants  : 

1"  Lu  solidification  est  complète  avant  d'avoir  atteint  le  point  de  fusion  T  Jxq.  2); 


Fie,.  1. 


Fig.  i.  Fiij.  :). 

2"  La  solidification  devient  complète,  précisément  à  la  température   T"  (fig.  3); 
3**  La  solidification  est  encore  incomplète  à   T"»  (fig.  4). 

(Joston-IIcnri  Nikwrnc.lowski,  intirmior  de  bataillon  au  69*  do  ligne,  Nancy. 
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CONCOURS  DE   1893  (suilej. 


Pilasti-e 


A|  fOmirt  porlct) 


J^  f  Ombrt  propre/ 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  {$mic). 
Lavis. 

TALON    DROIT 

Exécuter  à  l'encre  de  Chine,  à  teintes  plates 
ou  à  teintes  fondues  (à  volonté),  le  lavis  du  lalon 
droit  accompagné  d'un  pilastre  vertical  dont  le  Irait 
est  donné. 

Les  lignes  pointillées  donnent  les  contours  des 
ombres.  Le  pilastre  doit  cire  teinté. 

(30  mai,  de  *  h.  à  i  h.  l/t.) 


/-* 'C&^( Ombre  poHéc } 


C  (  Ombre  portée ) 


ECOLE  CENTRALE 


l^r 


c. 


(Première  Session.) 

iUométrie  analytique. 

281.  —  Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires  et,  sur  l'axe  des  x,  deux  points  A,  B  dont  les  abscisses 
sont  a  et  h,  sur  l'axe  des  j/  un  point  G  dont  l'ordonnée  est  c,  on  considère  le  faisceau  des  hyperboles 
é(iuilalères  qui  passent  par  les  trois  points   A,  B,  C. 

r  Former  ré(iualion  de  celle  de  ces  hyperboles  qui  a  une  asymptote  dont  le  coefficient  angulaire  est  un 
nombre  donné   À,  et  former  l'équiition  de  cette  asymptote. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois  droites  telles  que  chacune  soit  une  asymptote 
d'une  des  hyperboles  considérées.  Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent  trois  droites  qui 
satisfont  à  cette  condition,  et  qui  de  plus  sont  telles  que  deux  d'entre  elles  sont  rectangulaires.  —  Construire 
ce  lieu,  indiquer  les  points  où  il  rencontre  les  côtés  du  triangle  ABC,  puis,  prenant  un  point  quelconque  M 
sur  ce  lieu,  trouver  le  centre  de  chacune  des  hyperboles  considérées  qui  a  une  asymptote  passant  par  ce 
point   M. 

2°  Former  l'équation  de  celle  des  hyperboles  considérées  qui  a  un  axe  dont  le  coefficient  angulaire  est 
un  nombre  donné   ;i,    et  former  l'équation  de  cet  axe. 

Par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut  mener  une  ou  trois  droites  telles  que  chacune  soit  un  axo  d'une 

des  hyperboles  considérées.  —  Former  l'équation  du  lieu  des  points  par  lesquels  passent  trois  droites  qui 

satisfont  à  cette  condition,  et  ({ui  de  plus  sont  telles  que  deux  de  ces  droites  ont  des  coelficients  angulaires 

égaux  et  de  signes  contraires.  —  Construire  la  ligne  représentée  par  cette  équation;  et,  sur  celte  ligne,  limiter 

les  parties  sur  lesquelles  doit  être  un  point  pour  que,  par  ce  point,  passent  Irois  droitrs  réelles  satisfaisant  aux 

conditions  de  l'énoncé. 

(17  juillet,  de  7  h.  à  H  h.) 

Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  dont  on  donne  les  médianes  a,  ::,  v,  issues  respectivement 
des  sommets   A,  B,  C   du  triangle  : 

a  -  120000,        p  =  90000,        Y  =  60000. 

(17  juillet,  de  2  h.  4/2  à  4  h.) 

Physique  et  Chimie. 

l.  282.  —   Un  thermomètre  pesant   A'-''"   ne  pèse  plus  que    B"?""   dans  l'eau.  Déduire  de  ces  données  le 
poids  approximatif  de  mercure  (ju'il  contient. 
Application  numérique  : 

Poids  spéciGque  du  mercure  ...     o  =  t3jG, 

—  du  verre d  —    2,4. 

A  =  23«',76,  B  =  20«%04. 
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IL  283.  —  Dans  un  miroir  concave  de  rayon  R  dont  l'axe  est  vertical  on  a  versé  un  liquide.  Sur  l'axe 
à  distance  p  est  une  source  monocliromatique  P;  l'indice  du  liquide  pour  les  radiations 
qu'elle  émet  est  n. 

On  demande  d'établir  la  formule  qui  permet  de  calculer  la  distance  p'  à  laquelle  se 
formera  le  foyer  conjugué  P'  du  point  P  pour  les  rayons  centraux,  le  système  optique 
étant  supposé  sans  épaisseur. 

III.  —  Des  propriétés  chimiques  du  chlore.  Insister  tout  spécialement  sur  les  réactions 
d'addition,  de  substitution  et  d'oxydation  données  par  ce  métalloïde. 

IV.  —  Établir  la  formule  de  l'acide  chlorhydrique.  Vérifier  la  formule  trouvée  par  la 
considération  du  poids  moléculaire  connaissant  la  densité  1,27  du  gaz  chlorhydrique. 

(18  juillet,  de  7  h.  à  10  II. 
Géométrie  descriptive. 

284.  —  L'axe  d'un  cône  de  révolution  supposé  plein  est  situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection  ;  on 
considère  les  deux  demi-nappes  de  ce  cône  situées  au-dessus  du  plan  horizontal  et  limitées  à  des  plans 
parallèles;  on  les  coupe  par  un  cylindre  oblique  à  base  de  cercle;  on  enlève  du  cône  les  parties  situées  dans 
l'intérieur  du  cylindre.  On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  demi-cône  solide  dans  lequel  on  a 
pratiqué  ainsi  une  entaille  cylindrique. 

L'axe  du  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  en   s   du  triangle   ash. 

Le  côté   ab   coïncide  avec  la  ligne  de  terre,  et  l'on  a 

xa  ^  O'n,076,  ab  ^  0"M29,  by  -.  O-^jOGS. 

as  =  O-^.liO,  bs  ^  0'",179. 

Les  plans  parallèles  qui  limitent  le  cône  sont  les  suivants  : 

1"  Le  plan  mené  par  la  ligne  de  terre  (t  dont  la  partie  supérieure  fait  avec  la  partie 
antérieure  du  plan  horizontal  un  angle  de  60°; 

'i°  Le  plan  parallèle  au  précédent  dont  la  trace  horizontale  cd  est  déterminée  par 
se  =  0'»,070. 

La  base  du  cylindre  est  un  cercle  de  0"',0G()  de  rayon,  situé  dans  le  plan  vertical  de 
projection  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  et  tangent  en  b  à  cette  ligne;  les  génératrices  hori- 
zontales du  cylindre  sont  parallèles  à  sb. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer  : 
l"  Un  point  quelconque  de  rinterscction  et  la  tangente  en  ce  point; 
2°  Un  point  quelconque  de  l'une  des  bases  du  cône  et  la  tangente  en  ce  point; 

3<»  Un  point  quelconque  de  la  trace  du  cylindre  sur  l'un  des  plans  de  base  du  cône  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Titre  exlhieur  :  Intersection  de  surfaces. 
Titre  intérieur:  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 

Les  litres,  en  liillrcs  dessinées,  sont  do  rigueur.  —  Le  cadre  a  0"',*50  sur  0"",2"0.  La  ligne  de  terre  est  parallèle  aux  petits  côti's  du  cadre  à 
O^/ioa  du  petit  coté  inférieur  et  à  0"',187  du  petit  côté  supérieur. 

(18  juillet,  de  7  h.  à  II  h.) 


AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 

Algèbre  et  trigonométrie. 

285.  —  On  considère   un  triangle   ABC   et  une  droite  fixe   A    passant  par  le  point   A    et  coupant  au 

point    l)   le   côté  opposé   13C.    Soit  M   un    point   pris  sur    A;    la   droite    13M 
^'  coupe  le  côté   AG   eu   B',    et  la  droite   CM   coupo  le  côté  AB  en  C.  On  trace 

B'C   qui  coupe  en    P    la  droite   A. 

1°  Quelle  doit  être  la  position  de   M    sur   A   pour  que  l'on  ait 

mP.ma  :^  a.aT)-, 


on  montrera  que  ii 


MA 

k  désignant  une  constante  donnée?  En  posant  jr;  ~  •''» 

drpend  d'une  éiiuaiion  du  troisième  degré  no  roufermaut  que  la  consli\nte  k. 
Discuter  celle  éciualion. 
liJ"  Trouver  quelle  doit  être,  sur  A,  la  position  du  point    M   pour  que  l'iurc 


du  triangle  MB'C  soit  à  celle  du  triangle  ABC  dans  un  rapport  connu  m. 
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MA 
Dans  ce  problème,  on  posera  encore  -ttt  =  x. 

Tour  «luollos  valeurs  de  .r  la  quantité  m  passe-l-olle  par  un  maximum  ou  par  un  minimum?  Discuter 
l'équation  correspondante, 

(^n  propose  cnlin  de  résoudre  celte  équation  quand  on  suppose  le  point  D  situe  au  milieu  de  I3G. 

Géométrie  descriptive. 

On  donno  un  hyperholoïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe  est  vertical  et  dont  les  génératrices  font 
un  angle  do  l.")"aveo  le  plan  horizontal.  La  ligne  de  terre  étant  le  petit  axe  de  la  feuille,  la  projection  horizontale 
de  l'axe  de  l'hyperboloïde  sera  sur  le  grand  axe  do  la  feuille,  à  8  ""  en  avant  du  plan  vertical;  la  cote  du  centre 
sera  8'"',  et  le  rayon  du  cercle  de  gorge  sera  4"", 

On  considère  la  génératrice  de  front  F  de  l'hyperboloïde  dont  la  projection  horizontale  est  en  avant  du 
centre  et  dont  la  trace  horizontale  est  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille  : 

1"  DéraoDlrer  que  les  normales  à  l'hyperboloïde  en  tous  les  points  de  F  engendrent  un  paraboloïde 
hyperbolique.  Déterminer  les  plans  directeurs  et  le  sommet  de  ce  paraboloïde;  —  construire  ses  contours 
apparents  en  projection;  —  construire  les  projections  de  son  intersection  avec  l'hyperboloïde;  —  expliquer  les 
constructions  faites  pour  obtenir  les  projections  d'un  point  de  l'intersection  et  de  la  tangente  en  ce  point; 

2"^'  Un  fait  tourner  ce  paraboloïde  de  00°  autour  de  la  droite  F;  —  construire  ses  contours  apparents  en 
projection  dans  sa  nouvelle  position  et  les  projections  de  son  intersection  avec  l'hyperboloïde;  —  expliquer 
les  résultats  obtenus. 

Mécanique. 

Un  corp?  M,  de  poids  P.  est  placé  en  bas  d'un  plan  incliné  AB,  de  longueur  l,  qui  fait  un  angle  a  avec 
l'horizon.  Une  corde  CDN,  inextensible  et  sans  niasse,  attachée  au  corps  M,  vient  s'enrouler  sur  le  cylindre 
d'un  treuil,  de  rayon  r,  placé  à  la  partie  supérieure  du  plan  incliné,  et  son  autre  extrémité   N   supporte  un 

poids  Q.  Sous  l'action  de  ce  poids  Q,  le  treuil  tourne,  et  le  corps  M,  qui 
d'abord  était  au  repos  au  point  A,  monte  le  long  du  plan  incliné.  Le  poids  (j 
descend  dans  un  puits  dont  la  profondeur  /i,  comptée  à  partir  de  la  position 
initiale  du  poids  o,  est  inférieure  à  l. 

1"  Calculer  h  de  telle  sorte  que  le  corps  M  arrive  sans  vitesse  au  sommet  B 
du  plan  incliné. 

2"  A  ce  moment,  on  place  sur  le  corps  M  une  surcharge  de  poids  ;;  —  O, 
et  on  fait  agir  sur  le  treuil  un  frein  qui  produit  un  moment  résistant  [j..  Le 
corps  M  commence  à  redescendre  vers  le  point  A. 

Calculer  ;x  de  telle  sorte  que  le  corps  M  arrive  sans  vitesse  en  bas  du  plan 
incliné. 

On  négligera  toutes  les  résistances  passivi  s  ainsi  que  les  dimensions  du  corps  M  et  du  poids  {).  On  admettra 
(jue  la  corde  ne  peut  pas  glisser  sur  le  treuil  et  que  pendant  que  le  poids  (J  demeure  immobile  au  fond  du 
puits,  elle  reste  tendue  entre  le  treuil  et  le  corps  M,  cette  portion  CD  de  corde  étant  d'ailleurs  toujours  paral- 
lf''le  au  plan  incliné.  On  remarquera  qu'à  une  certaine  épo(iuc  de  la  descente  du  corps  M  la  corde  tout  entière 
se  trouve  brusquement  tendue  et  qu'il  se  produit  un  choc. 

On  indi{|uera  comment  les  résultats  trouves  devraient  être  modifiés  si  l'on  tenait  compte  do  Tinertio  du 
treuil,  son  poids  étant  représenté  par  2P'. 


Nous  avons  oublié  de  mentionner  M.  J.  Hais  (Étampes)  qui  a  envoyé  une  solution  exacte  de  la  question  216. 


Le  Rédacteur  Gérant:  H.  VUIBERT. 


lAiii!'.  —  larniuKRiE  chaix. 


3«  Année.  N»  12.  Septembre  1893. 
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ÉQUATION  DU  SYSTEME  DES  QUATRE  DIRECTRICES  D'UNE  CONIQUE 

D'après  Edouard  I^ucas  (*). 


Soit  fix,  y)  =  Ax^  +  2Bxij  -h  Oif  +  2Da;  +  2E?/  +  F  =  0 

l'équation  de  la  conique. 

Cherchons  d'ahord  la  condition  pour  qu'une  directrice  de  cette  conique  passe  par  l'origine. 
S'il  en  est  ainsi,  c'est  que  l'équation  de  la  conique  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

{x  —  xY  +  (y  —  pj-  =  (/x  +  mi/Y, 

a,  p   étant  les  coordonnées  du  foyer  correspondant  à  la  directrice  qui  passe  par  l'origine. 

Ou  pourra  donc  déterminer  des  nombres   a,  p.  /,  m,  X   de  telle  sorte  qu'on  ait  identiquement 

/\x,  y)  =  /  \jx  -  c^y  +  (//--  f)-  -  {Ix  +  7nyY] 
ou  f(x,  y)  -  X  [(x  -  aj2  +  (y  -  f^)'!  =  -  ''\lx  +  myf-. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  sutlîsante  pour  qu'une  directrice  passe  par  l'origine,  c'est  qu'on 
puisse  trouver  des  nombres  X,  a,  ^  tels  que  la  fonction 

l\x,y)-  l[[x-xY  +  {y  -  m 

soit  le  carré  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  de  x  et  y. 
Or,   S   désignant  une  racine  de  l'équation 

(A  -  S)(G  -  S)  -  B^  =  0, 
nous  savons  que  l'expression  ^{x,  y)  —  S(a;*  +  xf-) 

satisfait  précisément  à  cette  condition,  si  nous  exprimons  par     9(0;,  y)     comme  d'usago.  rensemblo  dos 
termes  du  second  degré. 

X  devra  donc  être  égal  à   S,  et,  en  outre^  il  faudra  qu'on  ait 

D  +  Sa  .^  (\         E  +  S;3  =:  0,         F  -  S(>'^  +  ^*^  =  0. 
En  éliminant   a   et    p   entre  ces  trois  relations,  nous  arrivons  à  la  relation  cherchée 

„  _  1)'^  +  E» 

Ceci  établi,  transportons  les  axes  coordonnés,  parallèlement  à  eux-mêmes,  au  point. ro,//o.  Si  X.  V, 
désignent  les  nouvelles  coordonnées  courantes,  l'éiiuition  do  la  conique,  rapportée  aux  nouveaux 

QXGS    est 

?(x.  Y)  +  X/:;,  -h  Y/',,  -^  /K„i/o)  =  0. 

Si  nous  exprimons  sur  cette  nouuelle  équation  que  la  directrice  passo  par  l'origine,  nous  aurons 
entre  a;„  et  j/o  une  relation  (|ui  sera  évideninu>nt  l'équalion  cherchée ilu  système  desquatre  ilirootricos. 

(•)  Celle  solution  avait  él6  communiquée  vorbalemoiil  itar  l^douard  Lucas  ;i  M.  Grelin,  professeur  au  lyci^cSaint-l.ouis; 
la  rôdaclion  eu  est  duc  à  M.  l'aul  Lucas,  llls  do  l'.iulour,  cl  qui  se  trouve  précisénionl  Olro  aujourd"liui  elùvo  de  spéciales 
dans  la  classe  do  M.  Grelin.  (Noie  communiquée  par  M.  Laisaut.) 


i:s 
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L'équaliou  en    S   formée  sur  cette  é(iuation  iHant  la  même  que  celle  qu'on  formerait  sur  l'équation 
primitivo,  l'équalinn  cherchée  est  donc 


Ia  -  lï±J^' 


-  B-'  =  0. 


On  iiiuif  présenter  la  si)lutiou  précédente  d'une  manière  un  pou  différente,  en  évitmt  de  trans- 
porter l'oriiiiiie  en  un  point  qui  peut  être  imaginaire. 

L'équation  focale  étant       {x  —  a)*  -h  (y  —  f>)*  —  {Ix  -+-  mij  +  h)^  --  0, 

on  doit  avoir  identiquement,  pour  une  va'eur  convenable  de  À: 

/\,r,y)  -  l[(œ  -  xy  +  {y  -  m  =  -  Ml  c  +  my  +  h,\ 

Il  en  résulte  que  l'équation     f{x,  y)  —  l[{x  —  a)*  +  (y  —  p)*]  =  0  (1) 

représente  deux  droites  confondues  avec  la  directrice  relative  au  foyer   a,  6.    Les  équations  du  centre 
de  la  conique  (I)  étant 


/i   -  M^  -  a)  =  0, 

f.-Hy  -  fO  =  o, 


(2) 
(3) 


où     /,  ^-  —  •     /'j  ^  -  —   ,     ces  équations  doivent  être  identiques,  ce  qui  prouve  déjà  que  l   est 

une  racine  de  l'équaliou  en  S;  en  outre,  toute  solution  des  équations  (2)  et  (3)  doit  vérifier  l'équation 
obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  z,  ce  qui  donne 

/3  +  M^-^  -  y-)  +  P(y  -  p)\  =■  0,  (4) 

où  l'on  a  posé    fj  e^  -  -  .     Les  équations  (2),  (3),  (4)  donnent 

^'/i  +  S/;  + /3  -  0.  {H) 

Mais  en  ajoutant  les  équations  (2),  (3),  {H)  membre  à  membre  après  multiplication  par  /,.  /,.  —  À, 
on  obtient 

/■Î  +  /5-  Mxf\  +  yt\  +  l\)  -0, 

c'est-à-dire  //"  =  f\  +  fl. 

Donc  les  coordonnées  a:,  y  d'un  point  quelconque  d'une  des  directrices  vérifient  l'équation 


.^)(,_^/i. 


A  -  "    •..  '  ^  )  (  C  -  '-^^,^-\-  B»  =  0. 
ou,  en  développant,  (AC  -  B^/»  -  (A  -h  U;(/î  -4-  fhf  +  {f\  +  /1)*  =  0. 


(B.  N.) 
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243.  —  Dans  un  plan  P,  on  donne  un  point  A  et  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  r.  Un  point  S  de- 
l'espace  se  projette  orthogonaleir.ent  sur  le  plan  P  en  un  point  B  situé  au  milieu  de  OA  ;  on  donne  SB  =  h 
et    AO  —  a.     Par  le  point   A    on    trace  dans  le  plan   P    une  sécanle  AMN  qui  rencontre  le  cercle    0    aux 
}>ont'i   M  e/ N  que  l'on  joiit  au  point  S.    Le  triangle  SMN,  en  tournant  autour  de   MN  comme  charnière, 
cnrjendre  un  volume   \ . 

Étudier  /ts  variations  de  rc  volume  lorsque  In  sécniite    AMN    tourne  auf(mr  du  point  A. 

Donner  un  tableau  récaptluluti/  de  ces  variations. 

(Cerli/icat  d'aptitude  à  l'miteignement  spécial,  Ià9i.  i'isession./ 
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Abaissons  du  point  S,  SC  perpendiculaire  sur  MN;  le  volume  considéré  est  égal  à  la  somme 
ou  à  la  différence  de  deux  cônes  de  révolution  ayant  pour  rayon  de  base  commun  SG  et  pour 
hauteurs  respectives   CN  et  CM.  11  en  résulte  que 

V  :=   ^    bC'.MN  . 

Soit  X  l'angle  OAM;  menons  la  droite  BG  qui  est  perpendiculaire  à   AM. 
On  a  SG^  =  SB"^  +1Î(J-; 

Cl 

et  comme  PG  —  AB  sin  x  —  -  siii  x  , 

, — 0        ,         a*    .  4h'^  +  a-  sin-  x 

on  a  feG    :rr  A*  +  -r  sin'^  x  — ; 

4  4 

D'autre  part,  pour  calculer  MN,  nous  abaissons  01  perpendiculaire  sur  MN  et  nous  tirons   O.M. 

On  a  01  :—  a  sin  x , 

MN^  ^  4M1-  =  't(ÔM-  -  Ôï'')  =  \[r^  -  a-  ain'  x). 
En  remplaçant  dans  l'expression  de  V   on  a 

V  =::  -  {Ml''  +  CL'  sin'*  x)  y/r-  —  a-  sin-  x . 

Si  le  point   A   est  à  l'intérieur  du  cercle,  c'est-à-dire  si   a  <  r,    il  sullira  de  faire  varier   a-   d  ;  0 

a   -  ,   puisque  la  figure  est  symétrique  par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  plan   P   et  passant  par 

la  droite  OA. 

Si  A  est  extérieur  au  cercle,  c'est-à-dire  i-i  a  >  r,  du  })oiut  A  on  peut  mener  deux  tangentes 
au  cercle  faisant  avec   OA   un  même  angle  0    tel  que 

r 

sm  0  =  -  ; 
a 

il  suffira  de  faire  varier    x   de   0   à   0. 

Calculons  la  dérivée  de  la  fonction    V;    ou  a 

o*  sin  X  cos  X  (i'i"  -f-  a-  sin-  x)  ^ 


V  :=  -     '2tt*sin  X  cos  a;V  '■*  —  «'^  'in* 

^  L 


X  — 


\  /•'  —  a'^  sin-  .r 


-a'  siu  X  cos  .r          ,  ,        .,  ..    •   ..    ^ 

ou  V    :=  - — ^^==^==  {'tr-  —   ili-  —  M-  i-in'  X). 

^\/7'^  —  rt*  sin*  X 

La  dérivée  change  de  signe  quand  x  traverse  une  racine  de  l'équation 

2/-*  -  W 
«111'  -v  -  rrr, 

Cette  équation  admettra  une  racine  à  considérer  si  le  secontl  nionibro  est  po>itir,  moimlre  (jue  I  si 

a  <  r,    moindre  que;  si    </     •  r. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  distinguer  ileiix  cas  princi[)aux. 

Premiercas:         <i  ■::,  r.         .r    \ari.'  do  0  à    [^^' 

i"         2/''  —  i/i-  -,  0.       V  est  toujours  négalil",  V  va  sans  cesse  on  iliininnant. 

!^°        0  <  :2r*  —  4/**  <  3f/\       La  dérivée  admet  une  raciuo    x'   comprise  entre   0   et    '^'    (Juand 


180  ALGKBHK  ET  (JKOMÉTHIK 


j:   varie  de  0  à   .(',  V    vu  eu  croissant,  passe  pur  un  muxiiuuui  pour  x  —  x'   et  décroit  quand  x  varie 
do   .r'    à    ^j  • 

8"        Sa^  <  "Ir^  —  4/t*.       V  est  toujours  i)ositif,  V  va  saus  cesse  en  croissant. 

Deuxième  cas:        a  >  r.        x  varie  de  0  à   0.     0  étant  l'angle  aigu  défini  par  l'égalité 

sin  0  ==  -  • 
a 

±r'^  —  \h-  .  ,  ,  r'^ 

Dans  le  c;;S  ou    csl  positif,  cette  quantité  est  visiblement  inférieure  à    —  • 

\a        <jiyi  _  y,a  ^  0^       y  est  sans  cesse  négatif,  V   va  toujours  en  diminuant. 

2"         2r*  —  Wi^  >  0.       Soit  x'  la  racine  de  la  dérivée  qui  est  comprise  entre   0  et   0. 

Quand   X   varie  de  0  ^   x',     V   croît,  passe  par  un  maximum  pour   x  —  x',    puis  décroît  quand  x 

varie  de    .r'  à   ;^' 

On  calculera  aisément  les  valeurs  limites  de  V   pour  les  valeurs  0,  x',  0,  -;    de  la   variable  et  le 

tableau  récapitulatif  sera  aisé  à  établir. 

A.  Bailly,  lycée  de  Dijon. 

.M.  ViLLEoi'ET,  maiire  rôpélileur  au  collège  rie  Semur,  a  résolu  la  momc  question. 


246.  —  Discuter  les  racines  de  l'équation 

X®  —  3x^  +  mx'  —  3x  H-   1  —  0, 
dans  laquelle  m  est  un  paramètre  qui  peut  varier  de   —  oo  à    +  x» . 

(Certificat  d'aptitude  à  l'enseignement  spécial,  1892,  2'  session. 

L'équation  proposée  est  réciproque;  divisons  le  premier  membre  par  .r'',  on  obtient 

1  /  1  \ 

x^  H —  3  (;r'^  H )  -+-  m  =  0. 

a;3  \  xy 

1 

Posons     X  -\ —  =  y  ;    on  a 

X       ''  ' 

1  I 

x}  H =  y''  —  2  et  x"  -\ //•■'  -  Sii, 

et  rc(|uation  devient  /'(y)  =  //''  —  3//-  —  3//  +  G  4-  m     -  0.  (1) 

A  loule  racine  y'  de  cctie  équation  correspondent  deux  racines  de  l'équation  proposée  délinies  par 

l'équation 

x'^  —  xi/  -t-  {  =  0. 

Ces  deux  racines  ne  seront  réelles  que  si  //'  est  réel  et  si  de  jjIus 

y'  -  '••  >  0, 

ce  qui  exige  que  //'  soit  extérieur  ù  l'intervalle    (—  2,  -h  2). 

Nous  allons  séparer  les  racines  de  l'équation  (1)  à  l'ai  Je  du  théorème  de  Rolle,  et  nous  comparerons 
ces  racines  à    ±  2, 

riy)  =  3(//'  -  2,v  -  i)  -  0; 


ALGÈBRE  ET  GÉOMÉTRIE 


181 


les  racines  de  la  dérivée  sont    1  ±  sj'^l.     Formons  les  résultats  de  substitution 

/"(—  oo)  a  le  signe  —  ; 

/(-2)    _  =  m  -  8;_ 

/(l  -  v/2)  =  m  +  4/2  +  1  ; 

/X2)         _  ==  w  -4;_ 

f{\  +  v/2)  =  m  -  4v/2  -h  1  ; 

/■(+  oo)  a  le  signe  +. 

On  en  déduit  le  tableau  suivant; 


A-^) 

A- 2) 

Ai-v/2) 

m 

Ai+v/2j 

A+'^) 

m  <  -  (4v/2  +  1  ) 

— 

— 

- 

— 

— 

-f- 

m  ^  ~  (4/^  +  1) 

- 

— 

0 

— 

—    ' 

+ 

-  (4v/2h-1)  <  w  <  4 

- 

-+- 

- 

- 

-4- 

?M  =^  4 

- 

- 

+ 

0 

— 

+ 

4  <  ?/t  <  4  y/^  —  1 

— 

- 

-\- 

+ 

— 

4- 

7n  =  4/^  -  1 

- 

-H 

+ 

0 

+ 

4v/2  -  1  <  m  <  8 

— 

— 

+ 

+ 

+ 

-4- 

w  =  8 

- 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

wi  >  8 

— 

+ 

+ 

+ 

4- 

+ 

Dans  les  trois  premiers  cas,  l'équation  (1)  admet  une  seule  racine  réelle  extériouro  h  l'inlervalle 
(—  2,    +  2);    par  suite,  l'équation  proposée  admet  doux  racines  réelles  positives. 

Dans  le  quatrième  cas,  l'équation  (1)  admet  en  outre  la  raciue  2,  à  laquelle  correspond  pour 
l'équation  proposée  la  racine  double  1. 

Dans  le  cinquième  cas,  réquation(l)  ayant  deux  racines  réelles  supérieures  a  "2,  l'étiualion  donnée 
a  quatre  racines  réelles  positives. 

Dans  le  sixième  cas,  l'équation  proposée  a  deux  racines  doubles  posilivos. 

Dans  le  septième,  elle  n'a  aucune  racine  réoiio. 

Dans  le  huitième,  elle  admet  la  racine  double    —  1. 

Dans  le  ceuvième,  elle  admet  ileux  racines  réelles  négatives. 

En  résumé,  on  voit  que 

Si  m  <  4.  ré(juation  ailmol  ileux  racines  positives; 

w  —  4,  "       deux  racines  positives  et  la  racine  double  I  ; 

4  <  w  <  4v/4  —  1,  f  "       quatre  racines  positives: 

m  —  4v/2  —  1,  »  »       deux  racines  doubles  positives; 


I.S2 
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i\  -2  —  I  -^  m  -^  8,         rrt(uaLioiî  n'a  pas  ilo  racinos  rcrlios; 
m  —  8,  »  admet  la  racine  double    —  1  ; 

m  >  8,  »  «       deux  racines  néi^alives. 

ï^o  niions  an.ilogui's  par  MM.  Hmliv.  lyci'i'ile  liijoii,  el  Moni-i..  in^'i'nieui'  au  Creusot. 
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247.  —  On  donne  une  snrj ace  gauche  de  récolution  S,  une  droite  Z  /xirallèle  à  l'axe  de  cette  surface  et 
une  droite  D  choisie  de  telle  sorte  que  la  perpendic.ildire  commune  aux  deux  droites  Z  e(  D  soit  dans  le  plan 
P  du  cercli'  de  go7'(je  de  la  surface  S. 

Soit  M  un  poi'tl  d'intersection  de  la  surface  S  et  de  la  droite  D.  Trouve/' le  lieu  géométrique  décrit  par  la 
proje  tion  orlho'jomde  du  point  M  sur  le  plan  P  lorsque  la  droite  D  tourne  autour  de  la  droite  Z  supposée  fixe, 

(Certificat  d'aptitude  à  l'enseignement  ^pi'dal,  i892,  2°  session.) 

La  droite  D    touruaul  autour  de  Z  engendre  une  seconde  surface  gauche  de  révoluliou   Sj   dont 

le  cercle  de  gorge  est  dans  le  plan  P.  Le  point  M  décrit  alors  l'inlersecliou  des  deux  surfaces  S  et  Si 

el  lo'.it  revient  à  trouver  la  projection  de  cette  intersection  sur  le  plan  P  qui  contient  les  deux  cercles 

de  gorge. 

Soit    m   la  projection  sur  le  plan   P   d'un  point   M    de  l'intersection;  menons  les  tangentes   mh 

et   /«/»,    aux  deux  cercles  de  gorge,  ce  sont  les  projections  des  génératrices  des 

deux  surfaces  passant  au  point  M;  désignons  en  outre  par  cp   et  cp,    les  angles  que 

fout  les  génératrices  des  deux  surfaces  avec  leurs  axos  respectifs.  Dans  les  triangles 

rectangles   MmA  etM'»//i  ,  on  a 

mh  =  Mm  tg  9, 

mh,  ~  Mm  tir 


Yi  • 


Eu  divisant  membre  à  membre,  on  a 


m  h 
mh, 


Ig  o 
l8  9i 


Le  point  771  est  donc  tel  que  le  rapport  des  longueurs  de  ses  tangentes  h  deux  cercles  fixes  est 
constant;  le  lieu  du  point  vi  est  un  cercle  passant  par  l'intersection  de   C   et   de   Cj . 

REMAFiguE.  —  Ce  résultilest  u:je  conséquence  immédiate  d'une  propriété  relative  à  deux  quadriques 
qu'un  peut  énoncer  d-;  la  manière  suivante: 

Si  un  point  A  a  )nènie  plan  polaire  jjar  rapport  a  deuxquudriques,  le  oôue  qui  a  pour  sommet  le  point  A 
et  qui  s'appuie  sur  Vinlersection  est  du  second  ordre;  par  conséquent,  la  projection  conique  de  l'inlersecliou 
(le  centre  de  projection  étant  le  point  A.)  sur  un  plan  quelconque  est  une  conique. 

De  plus,  si  le  pion  sur  lequel  on  projclte  coupe  les  deux  quadriques  suivant  des  coniques  homolln' tiques  , 
la  projection  de  l' in  1er. section  sera  Iwmolheliquc  de  ces  deux  coniques. 

Les  deux  surface?  gauches  S  et  S,  ont  h;  plan  P  ()Our  plan  principal  commun,  il  est  le  plan 
polaire  d'un  point  à  l'intini  dans  la  direction  perpendiculaire;  donc  la  projection  orthogonale  de 
l'intersection  des  deux  surfaces  sur  ce  plan  est  une  conique.  De  plus,  cette  conique  est  un  cercle, 
puisque  le  plan  P  coupe  les  deux  quadri(iues  suivant  des  cercles. 

E.  lIussoN,  soldat  au  20"  de  ligne,  à  Nancy. 
M.  Edmon  I  KoTii^  {yv^Q  iienri-lV,  a  ri^solu  la  même  quesllon. 
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234.  —  Étant  donne  un  quadrilatère  ABCM  dont  troi'i  sommets  A,  B,  G,  sont  fixes,  le  quatrième 
paî'courant  une  droite   A  : 

^°  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  troisième  diagonale  UV   du  quad}  ilatère  complet; 
2°  Étant  donné  un  point    P  du  lieu,  construire  le  quadrilatère  correspondant. 

Nouvelle  solution.  —   1°  Les  points   U,  V    se  correspondent  homographiquement  sur  les  deax 

droites  AB  et  AC,  de  sorte  que  l'enveloppe  de"  UV  est  une  conique  tangente  à  AB  et  AC.  Eu  prenant 

ces  droites  pour  axes,  soit 

IBuv  +  2Dm  +  2Eu  +  F  :^  0, 

l'équation  tangentielle  de  cette  conique,  une  tangente  étant  représentée  par  l'équation 

ux  +  vy  —  i  =  0. 

Le  point  P  correspondant  à  cette  tangente  a  pour  coordonnées 

1  1 

,, .  11 

^°"  ""^tx^  '-^ 

Le  lieu  du  point  P   a  donc  pour  équation 

lYxij  +  2Ea;  +  2D</  +  B  =  0. 

Ce  lieu  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  AB  et  AC-l;  ces  asymptotes  sont 
les  tangentes  à  la  conique,  enveloppe  de   UV,   qui  sont  parallèles  à   AB  et  à  AC. 

2°  Soit  M  le  quatrième  sommet  du  quadrilatère  correspondant  à  P;  le  lieu  du  milieu  a  de  AM 
est  une  droite  o  parallèle  à  A.  D'autre  pari,  a  est  sur  la  droite  joignant  P  au  milieu  b  de  BC; 
donc  a  est  déterminé  par  l'intersection  de  o  avec  P6.  Le  point  a  étant  obtenu,  la  droite  ka  ren- 
contre  A   au  point  cherché   M. 

Remarque.  —  En  transformant  homographiquement  la  première  partie,  on  voit  qu«'  si  A'  est  une 
droite  quelconque  du  plan,  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  point  de  rencontre  de  UV  avec  A', 
par  rapport  à    U   et   V,    est  une  conique. 

Dans  ce  cas,  ou  peutencore  résoudre  facilement  la  seconde  partie.  Si  w  est  le  point  ilo  ronconlrc  de 
A  et  A',  il  suffit  de  construire  la  droite  c,  conjuguée  harmonique  île  A'  par  rapport  à  A  et  oA, 
de  joindre  P  au  point  6,  conjugué  harmonique  par  rapport  à  B  et  C  du  i)oiut  do  rencontre  de  BC 
avec   A';  les  droites   5,   et  P6,  se  rencontrent  en  a,   et  Aa,   rencontre   A    en  M. 

On  peut  encore  ajouter  que  la  question  proposée  revient  à  celle-ci  : 

Trouver  le  lieu  du  milieu  du  segment  intercopié  par  deux  tangentes  fixes  à  une  conicjue,  sur  une 
tangente  variable;  2°  étant  donné  un  point  du  lieu,  construire  la  tangente  correspondante. 

Ed.  HiissoN,  soldai  au  2ti-  do  ligne,  à  N.vncy. 
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237.  --  (hi  donne  une  hypcrholc  cquilatérc  H.  l'ar  son  centre  0  on  fait  passer  un  cercle  C  de  centre  w 
et  l'on  considère  les  deux  iiaraholes  P,  P'  (jui  pussent  par  l' intersection  du  cercle  et  de  l'hijperljole;  l'une  de 
ces  paraboles  P  est  rencontrée  pur  l'axe  focul  de  l'hupcrbole  H  en  un  seul  point  A  à  distance  finie,  et  l'autre 
parabole  P'  est  rencontrée  pur  l'autre  <i.re  en  un  seul  point  B  à  dislance  finie. 

/^  Démontrer  que  les  polaires  A,  A'  du  point  0  par  rapport  aux  paraboles  P,  P'  sont  parallèles  et  à  la 
nn'ine  disiance  du  point  0,  que  la  droite  Ali  est  à  une  distance  moitié  moindre  du  même  point  et  que  les  axes 
dis  deux  paraboles  P,  P'  passent  par  le  point  milieu  du  segment  Ow. 

2''  Le  point  w  décrivant  l'hyperbole  H,  trouver  les  lieux  des  points  d'intersection  des  droites  A,  A'  par  la 
droite  kV,  l'enveloppe  de  la  droite  AB  et  les  lieux  des  sommets  des  deux  paraboles  P,  P'. 

L'équatiou  de  l'hyperbole   H   rapportée  à  ses  axes  de  symétrie  est 

j;-^  _  y^  _  2a-  =  0.  (H) 

Soit  X-  +  If  -  2ax  _  2(3//  =  0  (G) 

l'équaliou  du  cercle  de  centre  w    (a,  p)  et  passant  par  l'origine. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  communs  à  (H)  et  à  (C)  est 

l{x-  -  y^  -  ^2a'')  +  X-  +  y-  -  ^^x  -  2fi(/  =  0. 

Cette  équation  représente  une  parabole  si 

(1  +  À)(l  -  X)  =  0. 

On  obtient  ainsi  les  équations  de  deux  paraboles   P,  P'   en  prenant  successivement  X  —  —  1    et 

X  =  -h  1  : 

y'  -  c^x  -  :^y  +  a^  =  0,  (?) 

x^  -  y.x  -  [iî/  -  «*  =^  0.  (P') 

a* 
La  parabole  P  coupe  l'axe  des  x  au  point  A  dont  l'abscisse  x  —  —  ;    la  parabole  P'  coupe  l'axe 

des  y  au  point  B  ayant  pour  ordonnée   y  —  — -  • 

P 
Les  polaires  A,  A'  de  l'origine  par  rapport  à  P  et  P'  sont  les  droites  ayant  pour  équations 

ax  -+-  {uj  -  2a»  =  0,  (1)       (A) 

ax  +  Ry  -+-  2a^  =  0.  (2)     (A') 

Ces  droites  sont  symétriques  par  rapport  à   l'origine;  leur  distance  à  ce  point  est,  en  valeur 

absolue, 

2a'^ 
h  = 


V/a»  -t-  p* 

La  droite  AB  a  pour  équation  ax  —  (3//  —  a^  =  0;  (8j       (AB) 

sa  distance  à  l'origine  est,  en  valeur  absolue, 

h  =  ; 

Va»  -+-  fi» 

donc  h  =  2A'. 

Eu  posant  x  —  -  =  X, 

les  équations  des  paraboles   P,  P'    deviennent 

Y«-aX  +  K=0.  (P) 

X>  -  pY  4-  K'  =  0,  (P) 
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ce  qui  met  en  évidence  les  axes  de  ces  paraboles;  ce  sont  les  droites  ayant  pour  équations 

y  —  '^     et     ^  —  ::) 
respectivement.  •^  '^ 

2"  Le  centre  w  du  cercle  C  décrivant  l'hyperbole  (H\  on  a 

T.-"    -    ^-^    -    %x'    =    0. 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent,  par  addition  et  soustraction, 


(4) 


Fig.  i. 


3a^  0^ 

2a;  '^      2i/ 

Eu  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  on  obtient  l'équa- 
tion de  l'un  des  lieux  cherchés  ; 

7 2a*  =  0 

ou  8a;-//*  +  a*  (a;*  —  9if)  —  0. 

Cette  courbe  a  des  asymptotes  parallèles  aux  axes;  les  asym- 
ptotes parallèles  à  l'axe  des  y  sont  seules  réelles;  elles  sont  déter- 
minées par  l'équation 

o 


Les  tangentes  à  l'origine,  qui  est  un  point  double,  ont  pour  équations 

X  —  8//  -  0,        X  +  3y  =  0. 

Les  axes  coordonnés  sont  des  axes  de  symétrie;  la  courbe  a  la  forme  représentée  sur  la  figure   1. 

De  même,  les  équations  (2)  et  (3)  donnent 

"-IT'  ''--ty' 

le  second  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 
SxY  +  «'(9-»'  -  i/')  =  0. 
Les  asymptotes  réelles  sont  données  par  l'équation 
Hx^  _  a*  =  0; 
les  tangentes  à  l'origine,  par 

9x*  -  If  ^  0. 
La  courbe  est  représentée  sur  la  figure  2. 

Enveloppe  de  AB,  —  Ou  obtient  l'enveloppe  de    AB    en  éli- 
minant  a  et  p   entre  les  équations  (3).  (4)  et  l'équation 


Fig.  S. 
d'où         a  =  2a;,     [i  -----  2//: 


X  _y 

a        p' 

En  combinant  ces  équations,  on  obtient 

X      y  _    a* 
â  ~  }~~  20»' 
et  i)ar  suite  ré(|uation  do  l'ouvclopjio  est 
(1- 


(5) 


a;*  -  //«  -  ^,    -  -  0. 
Ou  obtient  ainsi  une  hyperbole  équilalère  ayant  les  mômes  asymptotes  i[nc  l'hyperbolo   H. 


US'J 
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Lieu  (ht  sommet  de  lu  parabole  P.  —  L'nxe  de  lu  paraholo    V   a  j)()ur  équalion 


-i 


Remplarant   ^  par    2//   dans  l'équatiou  de  (P),  on  trouve      a  — 


«   -  r 


\\ 

U 

/       1 

/           1 
\   /             1 

r\ 

/   / 
/   / 
/  / 

J/ 

Vi 

-a 

\     V 

/" 

X 

L'équalioii  du  lieu  cheiclié  est  donc 

(a*  -  y'^f  -  %%f  +  a«)a;*  =  0 
ou  iftf  -  ''-V')  -  l^l^a;»  +  //^)  +  a»  =:  0. 

Les  asvmptotes  réelles  sont  données  par  l'équation 
if  —  Ax'^  —  ^•,  la  courbe  les  coupe  aux  points  ayant  pour 
abscisses 

a 

X  =  -± 


v/10 


L'axe  des  x  rencontre  la  courbe  aux  points 

a 


X  =   ±: 


\/2 


et  l'axe  des  //  la  rencontre  en  deux  points  doubles  définis  par 
l'équation 

{y  -  ar  -  0. 

Si  nous  posons      y  —  a  -h  y',     nous  obtenons  (en  suppri- 
mant l'acceot) 

{y'^+^ay+a''){y^+'iay+a'-ïx'')  —  '2a''yx^  +  y''+tay+a'')-ha'=0 

ou.  en  réduisant, 

Fir,.  s.  -la^^if  -  ?x'')  -  Hax'y  +  y''{y^  -  4x'')  =  0. 

On  voit  ainsi  que  les  tangentes  au  point  (a:  =  0,  ?/  =  o)  ont  p,ur  coellicienls  angulair<  s   ±  i  /  -  • 

La  courbe  a  la  forme  représentée  sur   la  figure  3. 

Cherchons  enfin  le   lieu  du  sommet  de  la 

parabole    ?'.    L'axe  de  cette  parabole  ayant 
pour  équation     x  ~—,    si  nous  remplaçons  a 

par  îx  dans  l'équation  de  cette  parabole,  nous 

obtenons 

a^  4-  x"" 

(3  ... 

el  par  conséquent  le  lieucherchéa  pour  équation 

4x-\i/-  -  {a'  +  0,^)*  -  ^a^y^  =  0. 
ou     a,*(.t'^  -  4/y^)  -I-  "la'Hx^  +  y'^)  +  a^  —  0. 
Les  asymptotes  sont  définies  parles  équations 
a;*  -  if  ^0        et        2x'  -  a^  =  0: 
la  forme  de  la  courbe  est  représentée  sur  la 
f'ig-  i-  figure  4. 

onl  résolu  la  même  quesl.on  :  MM.  Aldouin  (  Louis-le-Grbnar,  Eaimî  (nijon)  :  I.hxman  (Saint-Louis);  IIraillion  (Amiens);  Capdeviellk; 
R.  Paociluds:  E.  Gi«de«  (SainlrLouis .  ,  L.  (..i*i  x  (NanUs):  G.  T/n/bicA  diucarcsl);  E.  Leoumrec  (loulouse);  Mb^nikr  (Nancy);  >as),elr  iLouib- 
le-Onod);  Viluooit  (Semur). 
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238.  —  Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  une  droite  DD'  perpendiculaire  à  Vun  des  plans  princijmux  de 
cet  ellipsoïde,  on  considère  le  triangle  M^MjMj  qui  a  pour  sommets  les  points  d'intersection  du  plan  pinncipal 
considéré  avec  les  trois  axes  du  cône  dès  normales  issues  d'un  point  P  de  la  droite  DD'. 

Démontrer  que,  lorsque  le  point  P  décrit  la  droite  DD'  ; 

7°  Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  iMiM^Mg  est  fixe; 

2°  Le  triangle  MiM^Mg  est  inscrit  à  une  conique  fixe  et  circonscrit  à  une  deuxième  conique  fixe  ; 

3°  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle  MjMjMj . 

1°.  Le  trièdre  PMjM^Mj  étant  tiirectangle,  le  point  P  se  projcltc  sur  le  plan  M^M^M,  au  point 
de  concours  des  hauteurs  du  triangle  MjM^Mg  ;  ce  point  est  donc  fixe  puisqu'il  ei-t  à  l'inlerseclion 
du  plan  principal  considéré  et  de  la  droite   DD'. 

2°.  Soient  -  +  r,  +  -,-'=  0' 

a-       0*        c^ 

l'équation  de  l'ellipsoïde  et    a,  H,  y    les  coordonnées  du  point   P.   L'équation  du  cône  des  norniales 

issues  du  point   P   est 

af6*  -  c»)       !3(c2  -  a»)       Y(a*  -  6')  _    ^ 

-f-  — — — —   +  — ^  u. 

X  -  y.  tj  -  p  z  -  y 

Coupons  ce  cône  par  le  plan  des  xij,  en  supposant  que  la  droite  DD'  soit  perpendiculaire  à  ce  plan; 
on  obtient 

1 —  (o^  —  0^)  =  0, 

X  —  a.  y  —  P 

équation  d'une  hyperbole  équilatère  H  qui  est  indépendante  de  la  positiou  du  point  P  sur  DD', 
puisque  l'équation  ne  renferme  plus  y- 

Le  triangle  MiM^Mg  est  conjugué  par  rapport  à  cette  conique  et  le  point  de  concours  de  ses 
hauteurs  est  au  pied  D  de  la  droite  DD'  sur  le  plan  principal. 

Cela  posé,  M,  étant  le  pôle  de  M^Mg  par  rapport  à  H,  le  diamètre  conjugué  de  la  direction  M,M^ 
passe  par  Mj;  on  peut  donc  considérer  ce  point  comme  étant  ;\  l'intersection  d'un  diamètre  quelconque 
lie  H  et  de  la  perpendiculaiie  menée  par  le  point  D  à  la  direction  conjuguée.  Il  eu  résulte  que  le  point 
Mj  est  situé  sur  l'hyperbole  d'Apollonius  H'  relalive  au  point  D  et  :\  la  conique  H.  Le  triangle 
MjMjjMa    est  donc  inscrit  dans  cette  hyperbole. 

Les  côtés  enveloppent  la  conique  polaire  réciproque  de  H'  par  rapport  à  H;  cette  conique  est 
une  parabole  P,  puisque  H'  passe  par  le  centre  de  H.  Le  triangle  MjMjMj  est  donc  circoiisciit  à  cette 
parabole;  il  en  résulte  que  la  directrice  de  cette  parabole  passe  au  point   D. 

3".  Soit  S  un  cercle  inscrit  dans  le  triangle   MjMoMj;    il  existe  un  triangle  circonscrit  au  cercle  S 

et  conjugué  par  rapport  à  l'hyperbole   H;   on  sait  alors  ({u'il  existe  un  triangle  conjugué  par  rapport 

au  cercle  S  et  inscrit  dans  l'hyperbole  H;  le  point  do  concours  des  hauteurs  do  ce  triangle  coïncide 

avec  le  centre  du  cercle  S  cl  est  situé  sur  l'hyperbole  équilatère  II;  il  eu  rcsullo  que  le  lieu  demandé 

est  précisément  cette  hyperbole. 

\\.  Gn.BKiiT,  lycée  Janson-de-Sailly. 

Ont  résolu  la  m(^mn  question  :  MM.  I»;ki1  BEOor.  lyct'i>  de  Marseille  ;  l'VlIx  I>rTKCH.  lyct'edo  Toulouse;  Eugène  Lbol'intrec.  lycée  de  Toulouse 
A.  Mausmon.  lycéi' lie  i\,ouliiis;  dk  I'an(;k,  à  Paris. 


239.  —  AM,  AM'  sont  deux  droitci  fi.vcs,  S  un  point  fixe.  SMM'  uiir  transversale.  Sur  SM  on  décrit 
un  triangle  SMP  directement  semblable  au  (r/aiii/lc  S.VM'.  1a' lieu  de  P  est  tme  conique  dont  le  point  S  est 
un  foyer. 

Prenons   SA   pour  axe  polaire  et  soient   a   la  longueur  SA,    0    l'angle   MAX,    0,   l'angle    M'.VX. 
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La  droite   SM    osL  la  bissectrice  île    1*SX;    si  l'on  ilcsigiie  par   w  l'angle  PSX,    on  rcmar(|uant  que 
/  PMM'  =  0,    et    P"  ^  yV  :^  Oj  -  ^,    on  a,  dans  le  triangle    SMP 

1      /  Je 


P 


SM 


Or  le  triangle   SAM    donne 

sin  0 


S  A  X 

L'é(juation  du  lieu  est  donc         o  = 

ou  p  = 


SM  =  a 

sin(0 

a  sin  û  sin  0, 

siu(0  -  '^)  siu  (o,  -  0 

2a  sin  0  sin  0, 


cos  (8  —  Oi)  —  cos  (6  +  0,  —  (o) 

1 
Celte  équation  représente  une  hyperbole  ayant  pour  foyer  le  point  S  et  pour  excentricité 


cos(6  — Oj) 
Le  point  A   est  un  point  de  l'hyperbole. 

Onl  résolu  la  question  MM.  Baillï,  Dijon;  Maeiuion,  Moulins;  Ed.  Husson,  Nancy. 

M.  Ed.  llussoN  a  montré  que,  réciproquement,  étant  donnés  une  hyperbole  et  un  point  A  pris  sur  cette 
courbe,  ou  peut  déterminer  deux  droites  AM,  AM'  telles  que  l'hyperbole  puisse  être  engendrée  par  le  mode 
précédent. 

240.  —  G  est  le  centre  d'une  hyperbole,  A  un  fiommet,  AT,  AT'  sont  des  parallèles  aux  asymptotes. 
CTT'  est  une  transversale  qui  rencontre  l'hyperbole  en  P.  Prouver  que   CP'  =  CT.CT'.  (Genèse.) 

Soit  A  un  point  quelconque  de  l'hyperbole;  désignons  par  P  et  P'  les  extrémités  d'un  diamètre. 
Les  cordes  supplémentaires  AP,  AP'  ont  des  directions  conjuguées  par  rapport  à  l'hyperbole,  et  par 
suite  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  directions  asyraptotiques.  Il  en  résulte  que 
(P',  P,  T,  T')  est  une  division  harmonique  et  par  conséquent 

CP'  =  CT.CT'. 

La  proposition  est  donc  démontrée  pour  un  point  quelconque  de  l'hyperbole. 

II.  Allard,  lycée  Condorcet. 
La  vérification  par  le  calcul  n'offre  aucune  difficulté. 

Ont  résolu  la  question  :  MM.  Aldibert,  Marseille;  Audouin,  Louis-le-Grand;  Baillt,  Dijon;  L.  Bassal,  Toulouse:  Braill  on,  Amiens; 
Behomai,  Saint-Louis;  L.  Espimat,  instituteur  à  Espinchal;  Faucili.on,  Chaptal;  L.  Graux,  Nantes;  J.  Hais,  Ktariipes;  Eil.  IIlsson.  École 
normale;  E.  Lkol'intrec,  Toulouse;  J.  Marchal,  89"  de  ligne,  à  Courbevoie;  Meynier,  Nancy;  C.  I'ouii.liaut,  Clcrmont-lY'iTand;  Hotuk,  Ileiiii-IV; 
L.  VaSsEir,  Louis-le-Grand;  Tzitzéica,  Bucarest;  C.  Wavrant,  collège  de  Draguignan. 
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248.  —  Une  demi-circonférence  de  rayon  r,  limitée  par  le  diamètre  AB,  est  partagée  en  n  parties 
égales  aux  points  A,,  A.^,  A3,  ...  A„_t.  Chacun  de  ces  points  attire  le  point  B  proportionnellement  à  la 
distance  qui  le  sépare  de  celui-ci,  l'attraction  à  l'unité  de  distance  étant  représentée  par  k. 

4°  Déterminer  la  résultante  R  du  système  des  forces  ainsi  appliquées  au  point  B. 

2°  Vt-rs  quelle  direction- limite  tend  cette  résultante  lorsque  le  nombre  n  augmente  nu  delà  de  toute  limite. 

f Certificat  d'aptitude  à  l'enseignement  spécial  4892,  %'  session.) 
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1.  Nous  allons  chercher  les  projections  de  la  résultante  sur  la  direction    BA   et  sur  une  direction 
perpendiculaire  située  par  rappoit  à  AB  du  même  côlé  que  le  demi-cercle. 

Considérons  la  force  atlractive  émanée  de  A„.  Son  intensité  est  ^.BAp. 

BA„  =  2r  cos  ABA.  =  2;-  cos  §^  • 

'  In 

La  force  a  donc  pour  intensité   'îkr  cos  ^  ,  et  par  suite  ses  projections  sur 


A  B 

les  deux  directions  indiquées  sont 


X,,  ^  ?A:/'  cos^  P  =    kr  f  1  -  cos  ^— ^i . 

'  In  V  n) 


^kr  cos  V-  sin  ^  —  kr  sin  — 
tn        2/1  n 


Les  projections  X  et  Y  de  la  résultante  seront  alors 


X  =  kr 


n  -   I  -^ 


p- 

cos  — 

n 


Y  ==  Ar^sia^. 


Or,  en  appliquant  des  formules  connues,  on  trouve  que 


n-l 


2;sin^-^  =  coto|-; 


on  aura  donc 


X  =r  kr{n  -  1) , 


Y  —  kr  cotsr  TT^  ' 
°  2-1 

2.  Quand   n   augmente  indéfiniment,    X  et  Y   augmentent  indéfiniment.  La  direction-limite  de 
la  résultante  fera  avec  la  direction  BA  un  angle  dont  la  tangente  sera  la  limite  de 


COtg   r:- 

Y  ^  '2.11 


COS-r- 

"211 


n  -  1 


(n  —  i)  sin 


Un 


Le  numérateur  a  pour  limite  1,  le  dénominateur  a  même  limite  que  (»  —  1  )  t"  '   c'est-à-dire   -  ; 
'  ^  "In  i 

par  conséquent,  la  direction-limite  dv,  la  résultante  fora  avec  B.\   un  angle  dont  la  tangente  est  égale 

.    2 
a  -  • 

A.  UviiiY,  Ivcoedo  IMjon. 


Solutions  analogues  par  MM.  Auiichin  et  dk  I'hanci:,  ,'i  Vcisailli' 
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CONCOURS  DE   1893  (suitej. 


ÉCOLE  NORMALE  (suite). 

286.  —  On  donne  un  axe  vertical  o,  x  =  0,  //  —  10""  et  une  parabole  dont  la  projeciion  horizontalo  P 
a  pour  sommet   x  =  —  5'"',  y  =  1:2""   et  pour  foyer   .r  =  —  à,  y  —  12. 

La  projection  vorlicale  P'  de  cette  parabole  est  une  droite  passant  par  le  point  x  =  —  S,  z  =  0  et  par 
le  point  a-  —  0,    ;  =  5. 

l-J  Déterminer  la  méridienne  principale  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  parabole  PP',  et 
tournant  autour  de  la  verticale   o. 

2^  Conslruire  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  de  front   F,   y  =:  JO  +  4  v/2  centimètres. 

3°  Et  iblir  la  ponctuation  de  la  même  suriace,  en  ne  conservant  que  la  région  derrière  le  plan  de  front  F 
et  au-dessous  du  plan  horizontal    z  =  iO'"'". 

'k'>  On  établira  en  même  temps  la  ponctuation  de  la  parabole   PP    sur  cotte  région  de  surface. 

(2i  juillet,  'i  heures.) 

ÉCOLE  DES  MINES  DE  BAINT-ÉÏIENNE 
Géoméirk  Gnalylique. 

287.  —  Ou  donne  dans  le  plan  une  conique  (.1.  et  on  considère  trois  points  A,  B  et  P  pris  sur  cette 
conique. 

A  et   B  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre. 

I**  Trouver  l'équation  du  lieu  L  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ABP,  lorsque  A  et  B 
restant  fixes,  P  se  déplace  sur  la  conique. 

2"^  Discuter  la  nature  et  la  forme  du  lieu  L,  suivant  le  genre  de  la  conique  C. 

3"  Trouver  l'équation  du  lieu  M  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  ABP,  lorsque  P  restant 
fixp,  le  diamètre  AB  varie. 

i»  Conslruire  le  lieu  M  pour  le  cas  où  C  est  uue  hyperbole  équilatère  et  où  P  est  à  l'une  des  extrémités 
de  l'axe  focal. 

On  lievail  se  conformer  rigoureusement  à  l'ordre  adopté,  et  séparer  en  la  luimérolanl  comme  ci-dessus,  cliaque  partie  de  lii  composition. 

/27  juillet,  de  7  h.  1/2  à  H  h.  1/2.) 
Calcul  b'igonomélrique. 

Du  trapèze  régulier   ABGD,  c'est-à-dire  dont  les  angles  adjacents  à  la  base  sont  égaux,  on  connaît  : 
B  c  AB    =  326"'72G, 

^G^  -::  53Û"'U30, 
BAC  =  270  i7'  .4.r,77. 


D  Calculer  les  angles  et  les  côtés. 

1.63  Gindiihiis  avaient  à  reproiluire  ions  leurs  calculs  sur  la  frujllu  de  composition, 

Physique  et  chimie. 


(V  juillet,  lie  :i  h.  à  A  h.) 


1.  —  288.  On  a  établi  pour  l'alimentation  d'une  usine  un  réservoir  d'eau  cylindritiue  à  2j"'  do  hauteur, 
et  on  se  propose  de  transmettre  à  distance  l'mdication  du  volume  d'eau  contenu  à  chaijue  instant  dans  le 
réservoir. 

On  choisit  pour  cela  la  transmission  par  l'air  comprimé,  et  on  dispose  sur  le  fond  du  réservoir  une  cloche 
pleine  d'air,  en  communication  d'une  part  avec  l'eau  du  réservoir  et  d'autre  part  au  moyen  d'un  tuyau  de  lon- 
gueur convenable  fixé  sur  son  fond  avec  un  manomètre  placé  au  point  choisi  pour  l'observer  facilement. 

Ce  manomètre  étant  gradué  de  2-j  en  2o  grammes  jusqu'à  i''«par  centimètre  carré,  on  demande  d'établir 
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une  seconde  graduation  indiquant  le  volume  d'eau  co  ntenu  dans  le  réservoir,  c'est-à-dire  qu'on  indiquera  sur 
quels  points  de  la  première  graduation  s'arrêtera  l'aiguille  du  manomètre  quaod  le  réservoir  contiendra  un, 
deux,  trois  mètres  cubes  d'eau. 

Cette  graduation  ayant  d'abord  été  établie  en  supposant  constantes  la  pression  et  la  température,  on  étu- 
diera les  modifications  à  lui  faire  subir:  1°  quand  la  pression  et  la  température  varient;  2°  quand  la  masse  d'air 
emprisonnée  varie. 
Application.  Réservoir  :        D  =  T"  H  =  S"». 

Cloche  cylindrique  :         d  =  0,oO  h  —  0.30. 

Tube,  section  d'un  centimètre  carré,  et  longueur  50  mètres. 
La  graduation  ayant  été  établie  de  23  en  23  mètres  cubes  («  =  23)  pour  une  pression  atmosphérique  repré- 
sentée par  une  colonne  de  mercure  de  710'""'  et  à  la  température  du  13°,  on  supposera  que  la  pression  varie  de 
tiiJO  à  720  millimètres  de  mercure  et  la  température  de  0  à  30",  et  on  établira  les  changements  à  apporter  à 
la  graduation  dans  les  cas  extrêmes,  la  masse  d'air  emprisonnée  restant  constante. 

II.  —  Exposer  sommairement  les  pnncipes  sur  lesquels  reposent  les  notations  chimiques,  notamment  la 

notation  atomique. 

(SI  juillet,  de  8  h.  à  il  h.  1/ij. 
Géométrie  descriptive. 

k'  Pénétration  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à    LT,    de 

^/|V sommet  s,  s',   dans  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical,  les  axes  des 

p=s=H££^^|--\- —  cônes  se  rencontrant. 

I /      j       \~~ Tangente  à  l'intersection. 

L     I           I         I        1  ^                Développement  des  surfaces. 

I           i/^i~^\'  Représenter  les  deux  cônes  par  des  génératrices  équidistantes. 

L_^^^^-_X^rrjirrilZ  Dégager  et  figurer  à  part  le  solide  commun. 

'           \~ — - — -J—  Passer  toute  l'épure  à  l'encre  de  Chine. 

^ ^  (29  juillet,  de  7  h.  t/2à  II  h.  l/i.) 

AGRÉGATION   DES   SCIENCES   MATHÉMATIQUES 
Mathématiques  spéciales. 

289.  —  On  considère  un  liyperboloïde  à  une  nappe  H  et  le  cône  S  qui  est  l'enveloppe  des  plans  nor- 
maux aux  génératrices  de  cet  hyperboloïde  menés  par  un  point  donné   M. 

1°  Déterminer  les  sommets  du  tétraèdre  MMiMoMj  conjugué  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  qui 
passent  par  l'intersection  de  l'hyperboloïde    II  et  du  cône   S. 

Trouver  le  lieu  C  des  sommets  M,,  M.,,  M3  de  co  tétraèdre  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  l'hyper- 
boloïde  II    se  modifie  en  restant  concentrique  et  homothélique  à  uu  hyperboloïde  donné. 

2°  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  ligne  C  lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  donnée  D,  et 
déterminer  les  positions  qu'il  faut  donner  à  cette  droite   D   pour  que  cette  surface  soit  do  révolution. 

3"  Déterminer  les  coordonnées  du  centre  w  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MM,MiM.,  eu  fonc- 
tion des  coordonnées  du  point   M    pour  un  hyperboloïde  donné    H. 

Trouver  le  lieu  de  ce  centre  w  lorsque,  le  point  M  restant  Wx^i,  l'iiyperboloïde  II  se  nioilifie  en  res- 
tant concentrique  et  homolhétique  à  un  hyperboloïde  donné. 

4°  Démontrer  que  la  droite  qui  joint  le  centre  w  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  MM, M. M;,  au 
centre  de  gravité  G  de  co  tétraèdre  passe  par  uu  point  \\)iù  I  lorsque,  le  point  M  resiaut  li\o,  l'hyper- 
boloïde H  se  modifie  en  restant  conceutriqui;  et  homotliétique  ù  un  hyperboloïde  donné,  et  faire  voir  que  le 
point    G    est  le  milieu  de    cul. 

Mathématiques  élémentaires. 

290.  — Etant  donnés  deux  cercles  G  et  C,  qui  ont  même  centre  A  et  un  troisième  cercle  S  dont  le 
centre  est  (),  on  considère  les  cercles  il  orthogonaux  à  C  et  tels  que  l'axe  radical  de  chacjn  d'eux  et  du 
cercle    S    touche  le  cercle   C,. 

1"  Déinonlrer  (lue  le  lieu  des  contres  des  cercles    i^  est  un  cercle  S,. 

(I\)ur  abri'ijcr  te  Idiifiaija,  nous  diroii-i  (jik'  le  cercle   S,    corrcsp<}H(l  nu  cercle    S.) 

2"  On  suppose  (jue  les  ileux  cercles  G  et  C,  s5nt  confondus  et  l'on  propose  d'étudier,  dans  celle  hypo- 
thèse, la  position  relative  des  cercles  S  et  S,  ({uand  on  tait  varier  le  rayon  du  cercle  S,  le  cercle  G  el  le 
centre  O  du  cercle   S   restant  fixes. 

3"  Désignons  par  S.^  le  cim-cIo  qui  correspond  h   S,,    par    S,   celui  qui  conespond  à   S2,    el  ainsi  de  suile. 
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Ka  supposant  encore  les  cercles  C  ot  C,  confondus,  on  propose  de  chorchcr  si  le  cercle  S„  tend  vers  une 
position  limite  quand   h    a',ii.^mentc  indiMiniment,  mais  seulement  dans  les  trois  hypothèses  suivantes  : 

(i  <  H,  d    ■  H,  d  ^  3H, 

d   représentant  la  distance  A(>  ot  K  le  rayon  du  cercle  C. 

Trouver,  dans  les  hypothèses  d  —  R  et  rf  —  3H,  l'expression  du  rayon  du  cercle  Sn  en  fonction  de  i{ 
et  de     H. 

Composition  sur  ranali/ae  et  ses  (ippliration.s  géométriques. 

Soient  R(;)  un  polynôme  du  huitième  degré,  </,,  a,,  ...,  (i^  ses  racines  supposées  toutes  distinctes  et 
dilVérentes  de  0. 

Soient   ;/  une  fonction  de    -    définie  par  la  relation 

et   ±  j/o   l6*  valeurs  de   y   pour    s  =  0. 

On  considère  l'intéirr;  le  V  i-   /    "  {p  =  •>  2,3) 

obtenue  en  allant  de  l'origine  au  point  (x)  par  un  chemin  quelconque,  la  valeur  de  y,  pour  5  =  0,  étant  +  j/q. 
On  désigne  par  I  la  valeur  de  Y  qui  correspond  à  un  chemin  délerminc  OBx,  et  par  A;  la  valeur  de  V 
qui  correspond  à  un  chemin  déterminé   OCa;  allant  de  l'origine  au  point  (aj  ),    {j  —  \ ,  2,  . . .  ,  H). 

Gela  posé,  on  propose  de  démontrer  que  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  V  s'obtiennent  en  ajoutant 
aux  quantités  I  et  2A,  —  I  des  multiples  quelconques  positifs  ou  négatifs  de  sex  constantes  o)j  ,  définies 
par  les  relations 

<o,  .'^  2(A,  -  A.)  c,  =  2(A,  -  A3) 

...3  =  2(A,  _  A,  +  A3  -  Al)  «,  =  !2(A,  -  A5) 

o-  =  2(A,  -  Ai  -H  A3  -  A4  +  A-  -  A,i)  co,i  =  2 (Au  -  A7). 

Les  constantes   (■>;   sont  appelées  \gs  périodes  de  l'iniégrale    V,    et  l'on  dit  que  ces  périodes  sont  distinctes 
s'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  ot  homogène  à  coefHcients  entiers. 
Application.  —  On  suppose  que  la  fonc'Jon   R(s)    se  réduise  au  trinôme 

:;«  +  az^  -+-  1, 
et  Ton  considère  les  deux  intégrales 

c'o  y  Jo    y 

l»  Démontrer  que,  pour  chacune  de  ces  intégrales,  les  six  périodes  se  réduisent  à  7Ma/re  distinctes,  qui 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

pour  l'intégrale  oi,   et  sous  la  forme 

r, ,  Y,,  —  îV|,  —  iY-, 

pour  l'intégrale    y. 

2"  Entre  les  périodes   iîi  et   1",  on  a  les  rclitions 

Ti=::l),,  Y.2   =  iÇi,. 

30  Montrer  que  l'on  peut  trouver  pour  les  constantes  A  ot  B  une  infinité  de  valeurs  telles  que,  pour 
l'intégrale   Aoj  -1-  Bj,    le  nombre  des  périodes  se  l'éduise  à  deux  distinctes. 

Mécanique  rationnelle. 

1°  Une  plaque  pesante  ABC  dont  le  périmètre  contient  un  segment  rectilignc  AB  s'appuie  par  ce  côté 
AB    sur  un  plan  fixe  qui  est  horizontal  et  sur  lequel   AB   glisse  sans  trottement. 

Cette  pla(jue,  qui  est  immobile  à  l'origine  du  temps,  est  abandonnée  à  l'action  de  la  pesanteur. 

On  demande  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  pendant  le  mouvement,  le  côté  rectiligne  AB 
se  déplace  parallèlement  à  sa  position  initiale. 

2"  La  condition  demandée  est,  en  particulier,  satisfaite  pour  une  plaque  homogène  dont  le  périmètre  est 
une  demi-circonférence  do  cercle. 

On  considère  une  plaque  homogène,  demi-circulaire,  dont  le  rayon  est  égal  à  1  mètre;  on  suppose,  en 
outre,  qu'à  l'origine  du  temps  la  plaque  est  immobile  et  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  30  degrés. 

On  demande  de  trouver,  dans  ces  hypothèses  particulières,  une  limite  supérieure  et  une  limite  inférieure 
du  temps  qui  s'écoule  depuis  l'origine  jusqu'à  l'instant  où  la  plaque  semi-circulaire  vient  coïncider  avec  le  plan 
horizontal. 


Le  lîedactcur  Gérant  :  H.  VUIBERT. 
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